Analyse mathématique et numérique de problèmes d'interaction fluide-structure. Application a la modélisation de l'appareil respiratoire. by Grandmont, Céline
Analyse mathe´matique et nume´rique de proble`mes
d’interaction fluide-structure. Application a la
mode´lisation de l’appareil respiratoire.
Ce´line Grandmont
To cite this version:
Ce´line Grandmont. Analyse mathe´matique et nume´rique de proble`mes d’interaction fluide-
structure. Application a la mode´lisation de l’appareil respiratoire.. Equations aux de´rive´es
partielles [math.AP]. Universite´ Pierre et Marie Curie - Paris VI, 2009. <tel-00844876>
HAL Id: tel-00844876
https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00844876
Submitted on 16 Jul 2013
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destine´e au de´poˆt et a` la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publie´s ou non,
e´manant des e´tablissements d’enseignement et de
recherche franc¸ais ou e´trangers, des laboratoires
publics ou prive´s.
Me´moire d’Habilitation a` Diriger des Recherches :
Analyse mathe´matique et nume´rique de proble`mes
d’interaction fluide-structure.
Application a` la mode´lisation de l’appareil respiratoire.
Ce´line Grandmont
Projet REO, INRIA Paris-Rocquencourt
25 fe´vrier 2009
2
Table des matie`res
Introduction 5
0.1 Liste comple`te des publications de l’auteur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
0.1.1 Actes de confe´rences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1 Phe´nome`nes d’interaction fluide-structure 9
1.1 Pre´sentation du proble`me . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.1.1 Formulation variationnelle et estimations d’e´nergie . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.1.2 Difficulte´s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2 Analyse mathe´matique – Ref : [2], [4], [7], [9], [11], [13] . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.2.1 Interaction fluide-solide rigide – Ref : [13] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2.2 Interaction fluide-mate´riau line´aire e´lastique – Ref : [2], [7], [11] . . . . . . . . 17
1.2.3 Interaction fluide-mate´riau e´lastique – Ref : [9] . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
1.2.4 Structure en grands de´placements-petites de´formations – Ref : [4] . . . . . . . 29
1.2.5 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.3 Analyse nume´rique – Ref : [5], [8], [10], [27] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.3.1 Sche´mas sur maillages mobiles : the Geometric Conservation Law – Ref : [8], [10] 33
1.3.2 Sche´mas stables : cas de forts effets de masse ajoute´e – Ref : [5], [27] . . . . . . 35
1.3.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2 Mode´lisation de l’appareil respiratoire humain 45
2.1 E´coulement de l’air dans les voies ae´riennes – Ref : [20], [28], [29] . . . . . . . . . . . 46
2.1.1 Mode´lisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.1.2 Existence de solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.1.3 Discre´tisation du syste`me . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
2.1.4 Simulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.1.5 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
2.2 Comportement me´canique du tissu pulmonaire – Ref : [3], [6] . . . . . . . . . . . . . . 57
2.2.1 Mode´lisation unidimensionnelle du tissu pulmonaire – Ref : [6] . . . . . . . . . 58
2.2.2 Mode`le homoge´ne´ise´ de mousse – Ref : [3] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
2.2.3 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
2.3 Interaction air-particules – Ref : [1], [30] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
2.3.1 Mode´lisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
2.3.2 Analyse mathe´matique –Ref : [1] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3
4 TABLE DES MATIE`RES
2.3.3 Re´sultats nume´riques –Ref : [30] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
2.3.4 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
Introduction.
Les travaux pre´sente´s dans ce me´moire s’articulent essentiellement autour de deux the`mes : l’e´tude
mathe´matique et nume´rique des phe´nome`nes d’interaction fluide-structure et la mode´lisation de l’ap-
pareil respiratoire humain.
C’est au cours de ma the`se que j’ai commence´ a` travailler sur les phe´nome`nes d’interaction fluide-
structure. Ces travaux se sont poursuivis par la suite au CEREMADE (Universite´ Paris Dauphine)
puis au sein du projet REO a` l’INRIA. J’ai e´tudie´ ces probl`emes aussi bien d’un point de vue the´orique
(existence de solutions faibles ou fortes pour des syste`mes stationnaires ou instationnaires) que d’un
point de vue nume´rique (e´tude de la stabilite´ et de la convergence des sche´mas, conception d’algo-
rithmes performants). Les applications ou` de tels phe´nome`nes apparaissent sont nombreuses : tant
en ae´rodynamique qu’en biome´canique. Nous pourrions citer beaucoup d’exemples : e´coulement au-
tour d’un bateau, e´coulement sanguin dans les arte`res, pour l’hydrodynamique (fluide en phase li-
quide), e´coulement autour d’ailes d’avion, e´tude de l’influence des vents sur le tablier d’un pont, pour
l’ae´roe´lasticite´ (fluide en phase gazeuse). En particulier, ils apparaissent dans l’e´tude des e´coulements
biologiques : e´coulement sanguin dans les arte`res, e´coulement de l’air dans l’appareil respiratoire. Ces
dernie`res anne´es je me suis particulie`rement inte´resse´e a` ce type d’applications et plus spe´cifiquement
a` la mode´lisation mathe´matique et nume´rique de l’appareil respiratoire, tout d’abord dans le cadre
d’une ACI nouvelle interface des mathe´matiques le poumon vous dis-je1,2, puis au sein du projet REO,
dont j’ai e´te´ collaboratrice exte´rieure puis membre. Ces applications ne´cessitent, comme nous le ver-
rons, le de´veloppement de mode`les mathe´matiques nouveaux et de me´thodes nume´riques spe´cifiques
et adapte´es. Mes recherches actuelles se font dans le cadre d’une ANR jeune chercheur intitule´e
« Multiscale and multiphysics modelling of the respiratory system » accorde´e aux candidats en liste
comple´mentaire du premier appel a` projets ERC-Starting Grant.
Ce me´moire comporte ainsi deux parties. La premie`re de´crit les travaux re´alise´s sur les phe´nome`nes
d’interaction fluide-structure qui peuvent eˆtre se´pare´s en deux sections traitant l’une de l’existence de
solutions, l’autre de l’approximation nume´rique de tels phe´nome`nes. La deuxie`me partie concerne
les applications a` la sante´ et la mode´lisation de l’appareil respiratoire humain (mode´lisation de
l’e´coulement de l’air dans les voies ae´riennes, mode´lisation du transport et de´poˆt de particules,
mode´lisation des tissus e´lastiques constituant le poumon). Seuls les travaux marque´s d’un aste´risque
dans la liste de publications qui suit seront de´crits en de´tail. Parmi eux seul [12] est issu de la the`se.
1http ://www.insa-rennes.fr/ACINIMpoumon/
2http ://www.math.u-psud.fr/˜ maury/LePoumonVousDisJeParis.html
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Classement par the`mes
Mes publications peuvent synthe´tiquement se classer de la fac¸on suivante :
– Interaction fluide-structure :
– existence de solutions pour des proble`mes couple´s fluide-structure : [2], [5], [9], [11], [13], [15],
[18] ;
– conception et analyse de sche´mas adapte´s : [5], [8], [10], [12], [14], [16], [23], [24], [25], [27], [33] ;
– mode´lisation d’une structure en grands de´placements petites de´formations : [4], [17], [22].
J’ai, d’autre part, coe´crit deux articles de type « revue » sur les questions mathe´matiques lie´es
aux phe´nome`nes d’interaction fluide-structure [14], [26].
– Mode´lisation de l’appareil respiratoire (mode`les, analyse, discre´tisation, simulations) :
– e´coulement de l’air dans les voies ae´riennes : [19], [20], [21], [28], [29] ;
– comportement e´lastique du parenchyme : [3], [6] ;
– interaction air-ae´rosols : [1], [30].
De plus, j’ai commence´ re´cemment a` travailler sur les proble`mes inverses [31], [32].
Chapitre 1
Phe´nome`nes d’interaction
fluide-structure
Les phe´nome`nes d’interaction fluide-structure interviennent dans de tre`s nombreuses applications
telles l’ae´ronautique, l’hydrodynamique, l’acoustique ou encore la biome´canique. Ces phe´nome`nes sont
dits couple´s car le de´placement de la structure de´pend des efforts applique´s par le fluide sur la structure
et re´ciproquement. Je me suis essentiellement inte´resse´e au cas des fluides newtoniens, visqueux,
incompressibles satisfaisant aux e´quations de Navier-Stokes. La structure est, quant a` elle, mobile :
rigide ou de´formable. On se place dans le cas ou` les de´placements de la structure ont une amplitude
telle que l’on ne peut pas les supposer infinite´simaux, ce qui va faire apparaˆıtre des non line´arite´s
ge´ome´triques.
Avant d’e´noncer les re´sultats obtenus pour ces syste`mes non line´aires couple´s, un proble`me «mode`le »,
pour lequel des estimations d’e´nergie formelles sont montre´es, est pre´sente´ ainsi que les difficulte´s
rencontre´es lorsque l’on cherche a` montrer l’existence de solutions ou a` obtenir des sche´mas de
discre´tisation stables, consistants et convergents.
1.1 Pre´sentation du proble`me
On conside`re un ouvert Ω(t), de Rd (d = 2 ou 3). On suppose que Ω(t) = Ωf (t) ∪ Ωs(t) et
Ωf (t)∩Ωs(t) = ∅, ou` Ωf (t) de´signe le domaine occupe´, au temps t, par un fluide newtonien homoge`ne
visqueux incompressible et Ωs(t) celui occupe´ par un solide e´lastique. L’interface au temps t entre
le fluide et la structure est note´e Σ(t) = Ωf (t) ∩ Ωs(t) et cette interface bouge a` la vitesse de la
structure. On supposera par ailleurs, pour simplifier, que les interfaces fluide ou structure autres que
l’interface entre le fluide et la structure ne de´pendent pas du temps. On pose Γf = ∂Ωf (t) \ Σ(t) et
Γs = ∂Ωs(t) \ Σ(t). On de´signe par Ω̂ = Ω̂f ∪ Ω̂s la configuration de re´fe´rence du syste`me et par
Σ̂ l’interface de re´fe´rence. Le comportement de la structure est de´crit par le de´placement au cours
du temps de chaque point de la configuration de re´fe´rence. Ainsi, tout point xˆ de la configuration
de re´fe´rence Ω̂s occupe, a` l’instant t, la position x(t) = xˆ + d(xˆ, t) ou` d satisfait aux e´quations
constitutives de la structure. Pour ce qui est du fluide, la plupart des repre´sentations sont e´crites en
formulation eule´rienne. Ainsi, les inconnues (vitesse, pression...) sont e´value´es a` chaque instant et en
chaque point du domaine physique. La re´solution de la partie fluide consiste donc a` : trouver (u, p)
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de´fini sur Ωf (t) tel que
ρf∂tu+ ρf (u.∇)u− ν∆u+∇p = ρff dans Ωf (t), (1.1)
div u = 0 dans Ωf (t), (1.2)
ou` u de´signe la vitesse du fluide, p sa pression, ν sa viscosite´, ρf sa densite´ (suppose´e constante). De
plus f de´signe une force exte´rieure donne´e. Ces e´quations sont comple´te´es par une donne´e initiale
u(t = 0, ·) = u0(·) dans Ωf (0), (1.3)
et des conditions aux limites. Sur l’interface qui n’est pas l’interface fluide-structure, i.e. sur Γf =
∂Ωf (t) \ Σ(t), on va conside´rer ici des conditions de Dirichlet homoge`nes. C’est-a`-dire
u = 0 sur Γf . (1.4)
Remarque 1 Il est clair que, dans la plupart des applications, ce ne sont pas ce type de conditions
aux limites qui sont satisfaites. Par exemple dans le cas des e´coulements sanguins, ou` l’on ne conside`re
qu’une portion d’arte`re, ou dans le cas de la respiration, ou` l’on ne conside`re qu’une partie de l’arbre
bronchique, Γf repre´sente une frontie`re artificielle du domaine de calcul. Il s’agit alors de trouver
des conditions aux limites repre´sentatives de la partie tronque´e ou de mode´liser celle-ci a` l’aide de
mode`les simplifie´s que l’on couplera au mode`le pre´ce´dent. Nous renvoyons a` [HRT96] pour une e´tude
des e´quations de Navier-Stokes avec des conditions aux limites type« flux » ou pression moyenne
et a` [FGNQ01], [FGNQ02], [QTV00], [VT04], [FMN07] pour le cas des e´coulements sanguins. Par
ailleurs, au chapitre suivant nous e´tudierons plus en de´tails le cas de l’e´coulement de l’air dans l’arbre
bronchique.
Pour ce qui est de la structure nous allons conside´rer ici un mate´riau e´lastique tel que Ω̂s ⊂ Rd.
D’autres situations sont envisageables : la structure peut eˆtre mode´lise´e par des e´quations de coques,
plaques ou encore eˆtre viscoe´lastique, rigide. Les e´quations re´gissant le comportement de la structure
sont traditionnellement pose´es en configuration de re´fe´rence [Cia88]. On note g la force volumique
applique´e a` la structure. Les e´quations s’e´crivent alors : pour l’inconnue d de´finie sur Ω̂s
ρs
∂2d
∂t2
− divΠ(d) = ρsg dans Ω̂s, (1.5)
ou` ρs de´signe la densite´ de la structure (suppose´e constante) et ou` le tenseur des contraintes Π est le
premier tenseur de Piola-Kirchhoff du mate´riau et de´pend de la loi de comportement choisie. Dans le
cas de l’e´lasticite´ line´arise´e
Π(d) = σs(d) = λtr(ε(d))I + 2µε(d), (1.6)
ou` λ et µ sont les constantes de Lame´ du mate´riau et ε le tenseur line´arise´ des de´formations :
ε(b) =
1
2
(∇b+∇bT ).
Ces e´quations doivent eˆtre comple´te´es par des condition initiales :
d(t = 0, ·) = d0(·), ∂td(t = 0, ·) = d1(·), (1.7)
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et par des conditions aux limites. Sur l’interface Γs qui n’est pas l’interface entre le fluide et la structure
nous allons conside´rer des conditions de Dirichlet homoge`nes :
d = 0 sur Γs. (1.8)
La` encore nous conside´rons ce type de conditions aux limites afin de simplifier l’analyse. Il reste
maintenant a` regarder les conditions sur l’interface Σ(t). Elles sont de deux types, l’une cine´matique
qui traduit le fait que le fluide, visqueux, colle parfaitement a` la paroi solide :
u(t, xˆ+ d(t, xˆ)) = ∂td(t, xˆ), pour (t, xˆ) ∈ (0, T ) × Σ̂, (1.9)
l’autre traduit le principe de l’action et de la re´action∫
Σ(t)
(σf (u, p) · n) · v =
∫
bΣ
(Π(d) · n̂) · v, ∀v (1.10)
avec v(t, xˆ) = v(t, xˆ+d(t, xˆ)) pour xˆ ∈ Σ̂ et ou` n̂ de´signe la normale unitaire a` l’interface de re´fe´rence
Σ̂, n de´signe la normale unitaire a` l’interface de´forme´e Σ(t) et σf (u, p) = −pI+2νε(u) le tenseur des
contraintes du fluide. Cette e´galite´ des contraintes (1.10) est exprime´e sous forme variationnelle. Pour
la re´e´crire sous forme forte, introduisons Φf une de´formation du domaine fluide de´finie sur [0, T ]× Ω̂f
a` valeurs dans Ωf (t) et telle que Φf (t, xˆ) = xˆ+ d(t, xˆ) pour (t, xˆ) ∈ [0, T ]× Σ̂. Soient F f le gradient
des de´formations Φf et Jf son jacobien. L’e´galite´ (1.10) s’e´crit
Jfσf (u, p) · (F f )−T · n̂ = Π(d) · n̂. (1.11)
Remarque 2 L’expression pre´ce´dente ne de´pend que de la trace de I + d sur l’interface et non de
l’extension Φf des de´formations de la structure choisie.
Remarque 3 Dans le cas pre´sente´ ici la pression du fluide n’est pas de´finie a` une constante additive
pre`s mais de´termine´e de manie`re unique. Cette constante correspond au multiplicateur de Lagrange lie´
a` la contrainte de conservation globale du volume du domaine fluide. Cette contrainte supple´mentaire,
qui va se traduire sur une contrainte sur le de´placement de l’interface Σ(t), vient du fait que le fluide
est incompressible et que l’on s’est donne´ des conditions de Dirichlet homoge`nes sur Γf .
Nous allons maintenant e´crire la formulation variationnelle du proble`me et donner les estimations
d’e´nergie formelles ve´rifie´es par les solutions.
1.1.1 Formulation variationnelle et estimations d’e´nergie
Tous les calculs qui suivent sont formels : on suppose que la solution (u, p,d) du syste`me est
re´gulie`re ainsi que les fonctions tests que nous allons choisir. Soient v une fonction test fluide telle
que v = 0 sur Γf et b une fonction test structure telle que b = 0 sur Γs. On multiplie l’e´quation de
conservation de la quantite´ de mouvement fluide (1.1) par v et on inte`gre sur le domaine fluide Ωf (t).
De meˆme on multiplie les e´quations de structure (1.5) par b et on inte`gre sur Ω̂s. Apre`s inte´gration
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par parties et en sommant les contributions fluide et structure on obtient :
∫
Ωf (t)
ρf∂tu · v +
∫
Ωf (t)
ρf (u · ∇)u · v + ν
∫
Ωf (t)
ε(u) : ε(v)−
∫
Ωf (t)
p divv
+
∫
bΩs
ρs∂ttd · b+
∫
bΩs
Π(d) : ∇b+
∫
Σ(t)
σf (u, p) · n · v +
∫
bΣ
Π(d) · n̂ · b
=
∫
Ωf (t)
ρff · v +
∫
bΩs
ρsg · b, ∀(v, b).
En choisissant les fonctions tests satisfaisant a` la condition b(t, xˆ) = v(t, xˆ + d(t, xˆ)) pour xˆ ∈ Σ̂ et
en utilisant le principe de l’action et de la re´action (1.10), on obtient la formulation variationnelle
suivante du proble`me
∫
Ωf (t)
ρf∂tu · v +
∫
Ωf (t)
ρf (u · ∇)u · v + ν
∫
Ωf (t)
ε(u) : ε(v)−
∫
Ωf (t)
p divv
+
∫
bΩs
ρs∂ttd · b+
∫
bΩs
Π(d) : ∇b =
∫
Ωf (t)
ρff · v +
∫
bΩs
ρsg · b,
∀(v, b) tel que b(t, xˆ) = v(t, xˆ+ d(t, xˆ)) pour xˆ ∈ Σ̂.
(1.12)
On remarque ici que la formulation variationnelle pre´ce´dente n’est pas classique puisque les fonctions
tests de´pendent de la solution et donc du temps.
Bilan d’e´nergie
Dans ce qui suit on va supposer que le mate´riau est un mate´riau line´aire e´lastique et on note
as(d, b) =
∫
bΩs
Π(d) : ∇b la forme biline´aire associe´e. Afin de de´terminer le bilan d’e´nergie du syste`me
on choisit la vitesse du fluide et celle de la structure comme fonctions tests dans la formulation
pre´ce´dente. Ce sont des fonctions test admissibles car elles ve´rifient la condition cine´matique (1.9).
Graˆce a` l’incompressibilite´ du fluide et au fait que la frontie`re du domaine fluide bouge a` la vitesse u
du fluide (on rappelle que u = 0 sur Γf et que l’interface Σ(t) a pour vitesse la vitesse de la structure,
qui est e´gale a` celle du fluide), on remarque que
∫
Ωf (t)
ρf∂tu · u+
∫
Ωf (t)
ρf (u · ∇)u · u = d
dt
∫
Ωf (t)
ρf
2
|u|2, (1.13)
faisant ainsi apparaˆıtre la de´rive´e en temps de l’e´nergie cine´tique du fluide. Finalement le syste`me,
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apre`s inte´gration en temps, ve´rifie l’e´galite´ d’e´nergie suivante∫
Ωf (t)
ρf
2
|u|2︸ ︷︷ ︸
E´nergie cine´tique du fluide
+ ν
∫
Ωf (t)
|ε(u)|2︸ ︷︷ ︸
Dissipation dans le fluide
+
∫
Ωs
ρs
2
|∂td|2︸ ︷︷ ︸
E´nergie cine´tique de la structure
+
1
2
as(d,d)︸ ︷︷ ︸
E´nergie me´canique de la structure
=
∫
Ωf
ρf
2
|u0|2 +
∫
Ωs
ρs
2
|d1|2 + as(d0,d0)︸ ︷︷ ︸
E´nergie initiale du syste`me
+
∫
Ωf (t)
ρff · u+
∫
bΩs
ρsg · ∂td︸ ︷︷ ︸
Travail des forces exte´rieures
. (1.14)
Remarque 4 Dans le cas ou` l’on conside`re d’autres types de conditions aux limites sur Γf alors
l’e´galite´ (1.13) doit eˆtre modifie´e et apparaissent un terme de flux d’e´nergie cine´tique sur la frontie`re
Γf :
∫
Γf
|u|2
2
u · n. Ce terme peut ainsi apporter de l’e´nergie au syste`me (flux entrant) que l’on ne
controˆle pas.
Remarque 5 Dans le cas d’un mate´riau hypere´lastique ([Cia88]) ou encore une structure mode´lise´e
par une plaque ou bien encore un solide rigide en mouvement dans un fluide, la formulation varia-
tionnelle du proble`me et l’e´galite´ d’e´nergie sont similaires aux pre´ce´dentes, seule l’e´nergie me´canique
de la structure et l’espace dans lequel on cherche le de´placement de la structure sont modifie´s.
L’e´galite´ d’e´nergie (1.14) implique, en utilisant le lemme de Gronwall, que pour t ≤ T∫
Ωf (t)
ρf
2
|u|2 + ν
∫ t
0
∫
Ωf (s)
|ε(u)|2 +
∫
Ωs
ρs
2
|∂td|2(t) + 1
2
as(d(t),d(t)) ≤
et
(∫
Ωf (0)
ρf
2
|u0|2 +
∫
Ωs
ρs
2
|d1|2(0) + 1
2
as(d0,d0) + C
∫ t
0
et−s
(∫
Ωf (s)
|f |2 +
∫
bΩs
|g|2
))
. (1.15)
1.1.2 Difficulte´s
Ces syste`mes couple´s posent des difficulte´s tant du point de vue de l’analyse mathe´matique que
de l’imple´mentation nume´rique et nous allons en de´crire certaines.
Difficulte´s mathe´matiques
Voici succinctement les difficulte´s auxquelles on peut se retrouver confronte´ si l’on cherche a` mon-
trer l’existence de solution :
– Le syste`me est non line´aire. Il existe deux types de non line´arite´s : les termes convectifs des
e´quations de Navier-Stokes et les non line´arite´s de type ge´ome´triques dues au fait que le domaine
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fluide est inconnu et de´pend du de´placement de la structure. Un des points cle´ des de´monstrations
d’existence est alors de de´montrer des re´sultats de compacite´ ou d’obtenir des solutions suffi-
samment re´gulie`res.
– Il s’agit, dans le cas instationnaire le plus ge´ne´ral, d’un couplage hyperbolique-parabolique, dont
les solutions ont un comportement et des proprie´te´s, par exemple en terme de re´gularite´, tre`s
diffe´rents.
Difficulte´s nume´riques
D’un point de vue nume´rique une des difficulte´s vient e´galement des non line´arite´s. En particulier,
comment peut-on ge´rer les non line´arite´s ge´ome´triques : a` l’aide de maillages mobiles, mais alors
comment adapter les sche´mas de´veloppe´s pour maillages fixes ? a` l’aide de maillage fixes, mais alors
comment suit-on l’interface ?
D’autre part, meˆme si l’on se restreint a` des cas line´aires en conside´rant, par exemple, les e´quations
de Stokes couple´es a` celle de l’e´lasticite´ line´arise´e, comment discre´tiser en temps les conditions de
couplage (1.9) et (1.11) ? Les sche´mas implicites (ou fortement couple´s) sont stables car ils permettent
de conserver l’e´nergie a` l’interface mais restent couˆteux. Les sche´mas explicites (ou de´cale´s) sont peu
chers mais ne conservent pas l’e´nergie a` l’interface et peuvent conduire a` des instabilite´s nume´riques
dans le cas de forts effets de masse ajoute´e du fluide sur la structure (i. e. ρf proche de ρs).
1.2 Analyse mathe´matique – Ref : [2], [4], [7], [9], [11], [13]
Ces dernie`res anne´es, les questions d’existence de solutions faibles ou fortes pour des proble`mes
d’interaction fluide-structure ont fait l’objet de nombreux travaux de recherche. La grande majorite´
de ces travaux s’inte´resse a` des solides rigides en mouvement dans un fluide newtonien visqueux
incompressible dont le comportement est de´crit par les e´quations de Navier-Stokes ([CSMT00], [DE99],
[DE00], [Fei03], [13], [GLS00], [HS99], [SMST02a], [Ser87], [Tak03], [TT04]) ou a` un mate´riau e´lastique
dont le comportement est de´crit par un nombre finis de mode propres [11], ou encore une structure
a` laquelle on a ajoute´ un terme « visqueux » re´gularisant ([Bou03], , [dV04]). Dans [7] l’existence
de solutions faibles est de´montre´e pour fluide couple´ a` une plaque en flexion sans terme de viscosite´
additionnel. En ce qui concerne des structures tridimensionnelles e´lastiques, peu de re´sultats sont
disponibles, on peut citer [2] dans le cas stationnaire et les re´sultats re´cents de Coutand et Skoller
dans le cas instationnaire. Dans [CS05], [CS06], l’existence et l’unicite´ d’une solution forte en temps
petit pour des donne´es re´gulie`res (ve´rifiant des conditions de compatibilite´) est de´montre´e pour les
e´quations de Navier-Stokes couple´es a` celles de l’e´lasticite´ line´arise´e ou a` un mate´riau de type Saint–
Venant Kirchhoff. Une des innovations de ces articles est qu’ils utilisent un formalisme hyperbolique
pour tout le syste`me couple´. La plupart de ces re´sultats ne´cessitent de la re´gularite´ de la structure a`
cause des non line´arite´s du proble`me.
Nous allons pre´senter diffe´rents re´sultats d’existence de solutions faibles ou fortes en conside´rant
tout d’abord des solides rigides, puis des solides line´aires e´lastiques (dont le de´placement est une
combinaison line´aire finie de modes propres, ou dont le comportement est de´crit par des e´quations
de plaque en flexion) et enfin un mate´riau de type Saint Venant-Kirchhoff. Finalement un mode`le de
structure en grands de´placements-petites de´formations est de´crit et analyse´.
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1.2.1 Interaction fluide-solide rigide – Ref : [13]
Ce travail a e´te´ fait en collaboration avec Y. Maday et est une extension a` la dimension 3 du
chapitre 3 de ma the`se qui ne traitait que le cas bidimensionnel.
On conside`re ici un solide rigide occupant le domaine B(t) en mouvement dans un fluide remplissant
un domaine borne´. On pourrait aussi conside´rer plusieurs solides rigides, cependant, dans un soucis
de clarte´ on ne pre´sente que le cas d’un seul corps. Dans ce cas le domaine Ω(t) est inde´pendant du
temps et Σ(t) repre´sente la frontie`re du solide rigide ∂B(t), que l’on supposera re´gulier :
Ici comme le solide est rigide, sa de´formation se de´compose en une translation et une rotation.
Donc il existe une fonction τ du temps a` valeurs dans Rd et une fonction R du temps a` valeurs dans
l’espace des matrices de rotation de Rd telles que la position x(t) d’un point xˆ au temps t du solide
s’e´crit :
x(t) = xˆ+ d(t, xˆ) = τ (t) +R(t)(xˆ− xg), (1.16)
ou` xg de´signe la position du centre de gravite´ du solide de re´fe´rence B̂. Le vecteur τ (t) repre´sente la
position du centre de gravite´ au temps t. La vitesse du corps est, quant a` elle, donne´e par :
∂td(t, xˆ) = τ˙ (t) +ω(t) ∧R(t)(xˆ− xg). (1.17)
Le vecteur R(t) de´signe le vecteur instantane´ de rotation et on a
R˙· = R ∧R · . (1.18)
La condition de couplage (1.9) devient donc
u (t, τ (t) +R(t)(xˆ− xg)) = τ˙ (t) + ω(t) ∧R(t)(xˆ− xg), xˆ ∈ B̂. (1.19)
Ainsi le mouvement de la structure est de´crit par un nombre fini de degre´s de liberte´ et les e´quations
qui re´gissent son comportement au cours du temps sont des e´quations diffe´rentielles ordinaires :
mτ¨ =
∫
∂B(t)
σf (u, p) · n, (1.20)
ou` m de´signe la masse du solide. On suppose ici qu’aucune force exte´rieure n’est exerce´e sur le solide.
Cette e´quation re´git la dynamique du centre de gravite´ du solide et de´pend de la re´sultante des
efforts applique´s par le fluide sur la structure. D’autre part, la conservation du moment d’inertie se
traduit par
d
dt
(J (t)R) =
∫
∂B(t)
(σf (u, p) · n) ∧ (x(t)− τ ), (1.21)
ou` J (t) de´signe le moment d’inertie instantane´ de rotation du solide. Les conditions de couplage (1.11)
ne sont donc plus ve´rifie´es, mais l’on voit apparaˆıtre, au second membre des e´quations de la structure,
la re´sultante des efforts et celle des moments des efforts applique´s par le fluide sur la structure. En
conside´rant une structure rigide on s’est affranchi d’une des difficulte´s mentionne´es pre´ce´demment.
En effet, la structure e´tant de´finie graˆce a` un nombre fini de degre´s de liberte´, son mouvement va eˆtre
re´gulier en espace et il ne s’agit plus d’un couplage parabolique-hyperbolique.
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Remarque 6 Les e´quations de conservation du moment cine´tique et du moment d’inertie peuvent se
retrouver en partant de la formulation variationnelle (1.12) du syste`me couple´. En effet, il suffit de
choisir les fonctions tests structure b sous la forme de vitesses associe´es a` des mouvements rigides :
b = τ + ω ∧ R(xˆ − xg) et de remarquer que l’e´nergie me´canique associe´e a` un mouvement rigide est
nulle.
Remarque 7 La pression du fluide est, dans ce proble`me, de´finie a` une constante additive pre`s. En
effet, contrairement a` la remarque 3, le solide e´tant rigide, le volume de Ωf (t) est automatiquement
constant au cours du temps.
Pour chacune de ces e´quations diffe´rentielles, il faut bien suˆr se donner des conditions initiales et on
pose d0 = τ 0 +R0(xˆ− xg) et d1 = τ 1 +R1 ∧R0(xˆ− xg).
Sur ce syste`me fluide-structure nous avons montre´, en collaboration avec Y. Maday, dans [12], qu’il
existait une unique solution re´gulie`re en temps petit a` condition que la densite´ de la structure et son
moment d’inertie soient suffisamment petits.
La de´monstration de ce re´sultat se fait en plusieurs e´tapes. On commence d’abord par re´e´crire
les e´quations du fluide dans un domaine inde´pendant du temps Ωf (0), afin de travailler dans un
domaine espace-temps cylindrique. La contrepartie est que l’on obtient un syste`me tre`s non line´aire.
Ce changement de variables s’effectue a` l’aide du flot χ associe´ au fluide. Les e´quations obtenues sont
les e´quations de Navier-Stokes e´crites en configuration lagrangienne et ont pour nouvelles inconnues
w(t, xˆ) = u(t, χ(t, xˆ)) et q(t, xˆ) = p(t, χ(t, xˆ)). Nous de´couplons ensuite le proble`me et e´tudions un
proble`me fluide avec une condition de Dirichlet non homoge`ne sur le bord du solide. Pour un tel
proble`me nous montrons qu’il existe une solution re´gulie`re graˆce a` un the´ore`me de point fixe. La
de´marche est la meˆme que dans les articles [Bea81], [All87], [Sol88a], [Sol88b] dans lesquels les auteurs
se sont inte´resse´s a` des e´coulements fluides instationnaires a` frontie`re libre : les e´quations sont re´e´crites
en coordonne´es lagrangiennes et l’existence d’une solution est de´montre´e dans des espaces re´guliers,
soit du type de ceux que l’on conside`re ici ([All87],[Bea81]) soit du type W 1,p avec p strictement
supe´rieur a` la dimension ([Sol88b]), ou bien encore dans des espaces de Ho¨lder ([Sol88a]). On en
de´duit alors les contraintes fluide et donc un de´placement du solide B̂. Il s’agit ensuite de recoupler les
e´quations, ce qui est fait, ici encore, graˆce a` un argument de point fixe. Plus pre´cise´ment, on montre
The´ore`me 1 Soit r un re´el, 1 < r < 3/2. On suppose que u0 ∈ Hr+1(Ωf (0)) et que f est suffisam-
ment re´gulie`re. On suppose de plus que les conditions de compatibilite´ sur les donne´es sont ve´rifie´es
div u0 = 0 dans Ω
f (0), u0 = 0 sur Γ
f ,
et
u0(xˆ+ d0(xˆ)) = d1(xˆ) sur ∂B̂.
Alors il existe T ∗ > 0 de´pendant de Ωf (0), ‖u0‖Hr+1(Ωf (0)) et de f tel que le proble`me couple´ fluide-
solide rigide admet une solution avec w ∈ H1+r/2(0, T ∗;L2(Ωf (0)) ∩ L2(0, T ∗;Hr+2(Ωf (0)), ∇q ∈
Hr/2(0, T ∗;L2(Ωf (0)) ∩ L2(0, T ∗;Hr(Ωf (0)), R ∈ Hr/2+1(0, T ∗) et R ∈ Hr/2+2(0, T ∗).
Le re´el r doit eˆtre choisi suffisamment grand de fac¸on a` ce l’on puisse de´finir et majorer les termes
non line´aires qui apparaissent dans le proble`me en coordonne´es lagrangiennes et e´galement pour pou-
voir transformer cette solution en une solution du proble`me initial (en coordonne´es eule´riennes). Par
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ailleurs, quand r croˆıt il est ne´cessaire d’imposer plus de conditions de compatibilite´s sur les donne´es
que celles que nous avons de´ja` exige´es, ceci explique que l’on demande a` r d’eˆtre infe´rieur a` 3/2.
Remarque 8 On voit apparaˆıtre les restrictions sur la masse et le moment d’inertie de la structure
qui doivent eˆtre assez grands a` l’e´tape de point fixe qui permet de recoupler le fluide et la structure.
Ces restrictions peuvent eˆtre dues a` la fac¸on dont on a choisi de montrer l’existence de solutions en
de´couplant le proble`me fluide du proble`me structure. Il est a` noter que cette restriction peut e´galement
apparaˆıtre d’un point de vue nume´rique : un sche´ma de´cale´ en temps devient instable quand la masse
de la structure est trop grande ([CGN05]) ou encore un algorithme de point fixe (non relaxe´) a` l’e´tape
n ne converge pas ([LTM01]).
Par la suite, de nombreux travaux ont e´te´ consacre´s a` ce type d’interaction. Dans ([Tak03], [TT04])
l’existence de solutions re´gulie`res tant qu’il n’y a pas de collisions solide-solide ou solide-paroi quand
le domaine est borne´ est de´montre´e et ce sans restriction sur la masse et le moment d’inertie. Le
syste`me est ici aussi re´e´crit dans un domaine inde´pendant du temps mais le changement de variables
n’est pas lie´ au flot du fluide. Par ailleurs aucun de´couplage fluide-structure n’est effectue´. Dans
([CSMT00], [DE99]), [DE00])), l’existence de solutions faibles est de´montre´e, ne´cessitant des re´sultats
de compacite´ afin de passer a` la limite dans les termes non line´aires. La` encore les solutions existent
tant qu’il n’y a pas de collisions. Les premiers re´sultats qui autorisent les collisions traitent du cas
bidimensionnel ([HS99], [SMST02b]). Le proble`me de savoir si des collisions ont vraiment lieu dans
un fluide visqueux re´gi par les e´quations de Navier-Stokes est aborde´ dans [Sta04]. Dans [Hil07] et
[HT] la non collision d’un disque ou d’une sphe`re rigide sur respectivement une droite ou un plan est
prouve´e. Il est de´montre´ dans ([GVHar]) l’existence de solutions fortes dans le cas ou` la frontie`re du
solide est peu re´gulie`re (C1,α, 0 < α ≤ 1) et la possibilite´ de collisions d’un solide tombant sur une
surface plane si α < 1/2.
1.2.2 Interaction fluide-mate´riau line´aire e´lastique – Ref : [2], [7], [11]
Nous allons maintenant conside´rer le cas de mate´riaux e´lastiques et nous inte´resser a` l’existence
de solutions faibles. Dans un premier temps nous conside´rons un solide plonge´ dans un fluide dont le
de´placement s’e´crit comme une combinaison line´aire finie de modes propres [11]. Ainsi, comme a` la
section pre´ce´dente, le mouvement du mate´riau e´lastique est de´crit par un nombre fini de degre´s de
liberte´. Dans un deuxie`me temps nous conside´rons qu’une partie de la frontie`re du domaine fluide est
constitue´e par une plaque e´lastique en flexion. Dans [7], nous avons e´tudie´ le cas ou` un terme visqueux
re´gularisant est ajoute´ a` l’e´quation de plaque. Dans [2], nous montrons que l’on peut passer a` la limite
quand cette viscosite´ additionnelle tend vers ze´ro.
Nombre fini de modes propres – Ref : [11]
Ce travail a e´te´ effectue´ en collaboration avec B. Desjardins, M. Esteban et P. Le Tallec.
On conside`re que le de´placement d d’une structure immerge´e dans une cavite´ Ω(t) = Ω remplie de
fluide se de´compose sur un nombre fini de N modes propres :
d(t, xˆ) =
N∑
i=1
αi(t)φi(xˆ),
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avec φi solution de
− div σs(φi) = λiφi, dans Ω̂s,
σs(φi) · n̂ = 0, sur Σ̂ = ∂Ω̂s,
ou` σs est de´finie par (1.6) et (λi)i>1 de´signe la suite croissante de valeurs propres strictement posi-
tives associe´es aux vecteurs propres φi. On suppose que la frontie`re du domaine de re´fe´rence de la
structure est re´gulie`re (C2,1) ce qui entraˆıne que les φi sont re´guliers (C1(Ω̂s)). On supposera de plus
que la configuration initiale Ωs(0) du solide e´lastique correspond a` sa configuration de re´fe´rence Ω̂s.
Ainsi d(0, ·) = 0. On remarque que λi = 0 est une valeur propre du syste`me de l’e´lasticite´ line´arise´e
avec conditions de Neumann au bord. Cette valeur propre est associe´e aux mouvements rigides infi-
nite´simaux, i.e. φi = a + b ∧ x avec a, b ∈ Rd. La formulation variationnelle du proble`me est alors
(1.12) mais avec comme contrainte supple´mentaire sur les fonctions tests b =
∑N
i=1 βiφi. On s’est
donc ramene´, comme a` la section pre´ce´dente, a` une structure dont le comportement est de´crit par un
nombre fini de degre´s de liberte´ et donc aux couplage des e´quations de Navier-Stokes et d’une EDO.
Ainsi les difficulte´s lie´es a` la re´gularite´ en espace du de´placement ne se posent pas ici (on rappelle que
les modes propres sont re´guliers car le domaine structure l’est). En revanche contrairement au cas du
solide rigide nous avons a` imposer une contrainte de pre´servation du volume global de la structure :∫
bΩs
det ∇Φs =
∣∣∣Ω̂s∣∣∣ , (1.22)
ou` Φs = I + d de´signe les de´formations du mate´riau. Cette condition est e´quivalente a`∫
Σ(t)
u · n = 0,
ou encore a` ∫
Σˆ
∂td · cof(∇Φs) · n̂ = 0,
ou` cof(A) de´signe la matrice des cofacteurs de la matrice A. Cette contrainte supple´mentaire (1.22)
est une contrainte non line´aire sur les αi. Cependant l’on peut remarquer que si N est assez grand
alors il existe i0 tel que
∫
bΣ
φi0 · n 6= 0 et donc si on se donne (αi)1≤i≤N,i 6=i0 dans un voisinage de 0,
on peut toujours trouver, graˆce au the´ore`me des fonctions implicites, αi0 tel que cette contrainte est
ve´rifie´e. Dans [11] nous avons montre´ l’existence de solutions faibles (i.e. dans les espaces d’e´nergie)
pour un tel syste`me couple´ tant que les de´formations Φs(t, ·) de la structure au temps t de´finissent un
C1-diffe´omorphisme de Ω̂s dans Ωs(t) et que le solide ne touche pas le bord de la cavite´. Pour cela on
introduit
γ(t) = inf
xˆ∈bΩs
|det∇Φs| ,
δ(t) = d(Ωs(t), ∂Ω),
et
κ(t) = min
1≤i≤N
∫
bΣ
φi · ( cof ∇Φs · n̂).
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Cette dernie`re quantite´ est associe´e a` la contrainte de conservation du volume global de la structure.
Tant qu’elle est strictement positive l’espace contraint des de´placements structure
Vs =
{
β ∈ (W 1,∞(0, T ))N ,
∫
bΩs
det∇Φβ = |Ω̂s|, avec Φβ(t, xˆ) = xˆ+
N∑
i=1
βi(t)φi(xˆ)
}
est non vide. Avant d’e´noncer le re´sultat d’existence nous allons re´e´crire la formulation variationnelle
en introduisant un unique espace de fonctions tests
V =
{
φ ∈ H1((0, T ) × Ω),φ = 0 sur ∂Ω, div φ = 0 dans Ωf (t),φ(t,Φs(t, xˆ)) =
N∑
i=1
βi(t)φi(xˆ)
}
.
Cet espace de´pend bien suˆr de la solution et ses e´le´ments ve´rifient la contrainte∫
bΣ
(
N∑
i=1
βiφi) · ( cof∇Φs · n̂) = 0.
On introduit, de plus, une unique vitesse eule´rienne associe´e au proble`me :
v = u dans Ωf (t), v =
N∑
i=1
α˙iφi((Φ
s)−1) dans Ωs(t).
Nous de´finissons maintenant la notion de solutions faibles du syste`me couple´. La diffe´rence avec la for-
mulation pre´ce´dente (1.12) est que l’on a inte´gre´ par parties en temps. On dira que (u,d =
∑N
i=1 αiφi)
est une solution faible du syste`me si
– v ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H10 (Ω)), div v = 0 dans Ωf (t),
– αi ∈W 1,∞(0, T ),
– ∀φ ∈ V et en posant b(t, xˆ) = φ(t,Φs(t, xˆ)) =∑Ni=1 βi(t)φi(xˆ)
−
∫
Ωf (t)
u(t) · φ(t) +
∫ t
0
∫
Ωf (s)
u · ∂tφ+ 2ν
∫ t
0
∫
Ωf (s)
ε(u) : ε(φ) +
∫ t
0
∫
Ωf (s)
u⊗ u : ε(φ)
−
∫
bΩs
∂td(t) · φ(t) +
∫ t
0
∫
bΩs
∂td · ∂tφ+
∫ t
0
∫
bΩs
σs(d) : ε(b) =∫ t
0
∫
Ωf (s)
ρff · φ+
∫ t
0
∫
bΩs
ρsg · b+
∫
Ωf (0)
u0 · φ(0) +
∫
bΩs
d1 · b(0), (1.23)
avec d1 =
∑N
i=1 α˙
0
iφi.
Il est clair que les termes de structure peuvent eˆtre re´e´crits sous forme matricielle en faisant
intervenir la matrice de masse et la matrice de rigidite´ associe´es aux modes propres e´lastiques. Nous
pouvons maintenant e´noncer le re´sultat d’existence
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The´ore`me 2 On suppose que les vitesses initiales (u0, α˙
0
i ) ve´rifient
u0 ∈ L2(Ωf (0)), div u0 = 0 dans Ωf (0), u0 · n = 0 sur ∂Ω,
et
u0 · n̂ =
N∑
i=1
α˙0iφi · n̂, sur Σ̂.
On suppose que les forces appartiennent a` L2, alors tant que γ(t)δ(t)κ(t) > 0 et que Φs(t, ·) est injective
de Ω̂s sur Ωs(t) le syste`me couple´ admet au moins une solution faible au sens de´fini pre´ce´demment.
Cette solution ve´rifie de plus l’estimation d’e´nergie (1.15).
La de´monstration de ce re´sultat utilise les meˆmes e´tapes que [DE00]. On de´montre dans un premier
temps l’existence d’une solution approche´e par une proce´dure de point fixe puis on passe a` la limite,
graˆce a` un re´sultat de compacite´ des vitesses dans L2.
Pour construire la solution approche´e on re´gularise le mouvement de l’interface fluide-structure et
la vitesse de convection fluide. Les e´quations fluide sont donc pose´es dans un domaine re´gulier qui
n’est plus exactement de´crit par le de´placement de la structure. Une des difficulte´s est de construire
des solutions approche´es ve´rifiant les meˆmes estimations d’e´nergie que le proble`me de de´part. Pour
cela nous avons choisi de construire des re´gularisations qui satisfont a` une e´galite´ a` l’interface : la
vitesse re´gularise´e de l’interface est e´gale a` la vitesse de convection re´gularise´e. Cette construction
repose sur un lemme de repre´sentation des vitesses eule´riennes a` l’aide de vitesses de´finies dans les
domaines initiaux. Il y a une correspondance bijective entre (u, α˙i) et (w, α˙i) ou` w est de´finie par
w(t, xˆ) = (cof ∇Φf )(t, xˆ)u(t,Φf (t, xˆ))− uα(t,Φf (t, xˆ)),
ou` Φf est le flot associe´ a` la vitesse uα, vitesse de´finie dans Ω
f (t) comme un rele`vement a` divergence
nulle de la vitesse de l’interface. Avec cette construction w ∈ L2(0, T ;H10 (Ωf (0)) et est a` divergence
nulle. Lors du processus de re´gularisation il faut faire attention au fait que les αi ve´rifient la condition
non line´aire (1.22) qu’il est ne´cessaire de pre´server.
L’existence de solutions approche´es repose ensuite sur une proce´dure de point fixe. On re´gularise
(w, (αi)i6=i0) et on construit, graˆce au the´ore`me des fonctions implicites, un αi0 associe´ tel que les αi
re´gularise´s ve´rifient la contrainte (1.22). Graˆce au lemme de repre´sentation des vitesses on associe alors
une vitesse de convection et une vitesse de l’interface. On re´sout ensuite le syste`me approche´ line´arise´
et on obtient l’existence d’une vitesse fluide et d’un de´placement de la structure auxquels on associe
un nouveau couple (w, (αi)i6=i0). Cette application admet un point fixe et la compacite´ ne´cessaire
pour le montrer vient de re´sultats de re´gularite´ parabolique des solutions du syste`me. Il s’agit alors
de passer a` la limite lorsque le parame`tre de re´gularisation tend vers ze´ro. La` encore a` cause des
non line´arite´s les estimations d’e´nergie ve´rifie´es par la suite de solutions approche´es sont insuffisantes
et des estimations supple´mentaires qui permettent d’obtenir de la compacite´ sur les vitesses fluide
et structure sont ne´cessaires. L’ide´e est ici de montrer qu’une quantite´ du type ‖v(t + h) − v(t)‖L2xt
tend vers ze´ro uniforme´ment par rapport au parame`tre de re´gularisation. Les bornes de la vitesse dans
L2(0, T ;H1(Ω)) et l’estimation supple´mentaire entraˆıne, graˆce a` un lemme de compacite´ sur les espaces
Lp(0, T ;X) ou` X est un espace de Banach [Sim87], la compacite´ de la vitesse dans L2(0, T ;L2(Ω)).
Ce type d’estimation s’obtient, sche´matiquement, en prenant v(t+h)−v(t) comme fonction test dans
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la formulation faible (1.23). Cependant, comme le proble`me est couple´ et pose´, en ce qui concerne les
e´quations fluide, dans ouvert non cylindrique il est ne´cessaire de modifier cette fonction test de fac¸on
a` ce qu’elle soit admissible.
Le meˆme type de re´sultat, reposant sur le meˆme sche´ma de de´monstration est obtenu dans [Bou03].
Dans cet article, l’existence d’une solution faible pour un fluide visqueux incompressible couple´ a` un
mate´riau en grands de´placements et petites de´formations de´crit par le mode`le e´tudie´ dans [4] est
de´montre´e. Il est a` noter qu’un terme visqueux est ajoute´ aux e´quations de la structure. Ce terme a pour
effet de re´gulariser la vitesse de la structure et permet ainsi d’avoir un comportement « parabolique »
du solide e´lastique. Nous obtenons la meˆme chose en tronquant les hautes fre´quences e´lastiques dans
le re´sultat de´crit pre´ce´demment.
Plaque en flexion : cas visqueux – Ref : [7]
Ce travail est le fruit d’une collaboration avec A. Chambolle, B. Desjardins et M. Esteban.
Nous nous sommes inte´resse´s au cas d’une plaque en flexion a` laquelle nous avons ajoute´ un terme
visqueux. Ce terme a un effet re´gularisant sur la vitesse de la structure et donc la vitesse de l’interface.
Il permet de controˆler les hautes fre´quences en espace de la vitesse de la structure.
On suppose que le fluide remplit une cavite´ Ω(t) = Ωf (t) dont une partie de la frontie`re est
constitue´e d’un mate´riau e´lastique dont le comportement est de´crit par une plaque en flexion :
η
Ω f
Ωs
Le domaine Ω̂s est un domaine de R2 et est donc maintenant confondu avec l’interface Σ̂. On note
η son de´placement transverse (d = ηez, ou` ez de´signe un vecteur unitaire vertical). Plus pre´cise´ment
on de´finit le domaine fluide par
Ωf (t) = {(x, y, z)R3, (x, y) ∈ Ω̂s), 0 < z < 1 + η(t, x, y)}.
Le de´placement η ve´rifie une e´quation de plaque a` laquelle on a ajoute´ un terme visqueux re´gularisant :
ε∆2∂tη. L’estimation d’e´nergie du meˆme type que (1.15) associe´e au syste`me couple´ montre que l’on
peut chercher η dansW 1,∞(0, T ;L2(Ω̂s)) ∩ H1(0, T ;H20 (Ω̂s)). Ne´anmoins cette re´gularite´ implique que
l’interface du domaine fluide est continue pour tout temps sans eˆtre lipschitzienne. Une des questions
est donc comment de´finir correctement les espaces fonctionnels dans lesquels vit la vitesse du fluide ?
Comment donner un sens rigoureux a` la trace du fluide sur l’interface ? Ces questions ne se posaient
pas pre´ce´demment car, compte tenu des re´gularite´s du de´placement de la structure, l’interface e´tait au
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moins lipschitzienne et la de´formation Φf e´tait a` chaque instant un C1-diffe´omorphisme de Ω̂f dans
Ωf (t).
En ce qui concerne les espaces fonctionnels il suffit d’introduire l’ouvert ΩfT = ∪t∈(0,T )Ωf (t)× {t}.
On de´finit ensuite
L2(0, T ;H1(Ωf (t))) =
{
v ∈ L2(ΩfT ), ∇v ∈ L2(ΩfT )
}
,
L2(0, T ;H10 (Ω
f (t))) = D(ΩfT )
L2(0,T ;H1(Ωf (t)))
,
Vδ =
{
v ∈ C1
(
ΩfT
)
, divv = 0, v = 0 on (0, T ) × Γf
}
,
et
Vδ = VδL
2(0,T ;H1(Ωf (t)))
,
En ce qui concerne la deuxie`me question on peut facilement donner un sens dans L2 a` la quantite´
u(t, x, y, 1 + η(t, x, y)) pour (x, y) sur Ω̂s. En effet le de´placement de la structure e´tant transverse et
la vitesse du fluide e´tant H1 en espace il suffit de remarquer que
u(t, x, y, 1 + η(t, x, y)) =
∫ 1+η(t,x,y)
0
∂zu(t, x, y, s)ds.
Cette spe´cificite´ du proble`me est fortement exploite´e dans [7]. En particulier elle nous permet de
construire facilement des rele`vements, a` divergence nulle, de fonctions tests structure en remarquant
que tout vecteur (0, 0, b(x, y))T avec b ∈ H1(Ω̂s) est dans H1(Ωf (t)) et est a` divergence nulle. De plus,
ne conside´rer que des de´placements transverses implique que l’ouvert Ωf (t) est un sous graphe. Il en
de´coule des proprie´te´s de densite´, la possibilite´ de « contracter » le domaine dans la direction z, la
validite´ de l’ine´galite´ de Korn...
Les solutions faibles que l’on conside`re dans [7] sont de´finies par (en choisissant toutes les constantes,
excepte´e les viscosite´s, e´gales a` 1)
– u ∈ Vf ∩ L∞(0, T ;L2(Ωf (t)),
– η ∈W 1,∞(0, T ;L2(Ω̂s)) ∩H1(0, T ;H20 (Ω̂s)),
– u(t, x, y, 1 + η(t, x, y)) = (0, 0, ∂tη(t, x, y))
T , p.p. t, sur Ω̂s
– Pour tout (φ, b) ∈ Vf × C1([0, T ];H20 (Ω̂s)) tel que φ(t, x, y, 1 + η(t, x, y)) = (0, 0, b(t, x, y))T ,
1.2. ANALYSE MATHE´MATIQUE – REF : [2], [4], [7], [9], [11], [13] 23
(t, x, y) ∈ [0, T ] × Ω̂s, nous avons p.p. en t∫
Ωf (t)
u(t) · φ(t)−
∫ t
0
∫
Ωf (s)
u · ∂tφ+ 2ν
∫ t
0
∫
Ωf (s)
∇u : ∇φ
+
∫ t
0
∫
Ωf (s)
(u · ∇)u · φ−
∫ t
0
∫
bΩs
(∂tη)
2b+
∫
bΩs
∂tη(t) b(t)
−
∫ t
0
∫
bΩs
∂tη ∂tb+ ε
∫ t
0
∫
bΩs
∆∂tη∆b+
∫ t
0
∫
bΩs
∆η∆b
=
∫ t
0
∫
Ωf (s)
f · φ+
∫ t
0
∫
bΩs
g b+
∫
Ωf (0)
u0φ(0) +
∫
bΩs
η1b(0). (1.24)
Ici nous avons choisi d’e´crire les termes de convection sous une forme un peu diffe´rente que dans
(1.23) en faisant apparaˆıtre la vitesse de l’interface au bord. Nous allons par la suite exploiter cette
e´criture. Par ailleurs l’e´nergie de dissipation du fluide fait uniquement intervenir le gradient de u et
non plus son gradient syme´trise´. Cette simplification vient la` encore de l’hypothe`se de de´placement
transverse. En effet en utilisant l’e´galite´ des vitesses a` l’interface et l’incompressibilite´ du fluide on a
(2ε(u) · n)3 = (∇u · n)3, sur ∂Ωf (t) \ Γf ,
ce qui permet de simplifier la formulation variationnelle.
Pour ce proble`me couple´ le volume de la cavite´ doit eˆtre conserve´ au cours des de´formations.
Contrairement au cas pre´ce´dent ou` cela imposait au de´placement de la structure de ve´rifier une
condition non line´aire cela implique ici que η doit ve´rifier
∫
bΩs
∂tη = 0. Cette simplification vient
encore de l’hypothe`se de de´placement transverse. Les hypothe`ses que l’on impose aux donne´es sont
min
ω
(1 + η0) > 0,
div u0 = 0 dans Ω
f (0),
u0 · n = 0 sur Γf ,
u0(t, x, y, 1 + η0(x, y)) · n̂ = (0, 0, η1)T · n̂ sur Ω̂s,∫
bΩs
η1 = 0.
(1.25)
Le re´sultat d’existence de solution faible peut alors s’e´noncer de la fac¸on suivante
The´ore`me 3 En supposant que les donne´es ve´rifient
f ∈ L2((0, T ) × R3), g ∈ L2((0, T ) × Ω̂s),
u0 ∈ L2(Ωf (0)), η1 ∈ L2(Ω̂s), η0 ∈ H20 (Ω̂s),
(1.26)
et satisfont aux hypothe`ses de compatibilite´s (1.25), il existe au moins une solution faible (u, η) au
proble`me couple´ et ce tant que la plaque ne touche pas le fond de la cavite´. De plus cette solution ve´rifie
une estimation d’e´nergie.
La de´monstration de ce re´sultat suit le meˆme sche´ma que celle du the´ore`me 2 :
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– construction de solutions approche´es ;
– obtention de re´sultats de compacite´ afin de passer a` la limite dans l’e´quation.
Les solutions approche´es sont construites suivant le meˆme principe : on ne va pas de´coupler le proble`me
fluide et le proble`me structure mais, pour s’affranchir des difficulte´s lie´es au domaine inconnu peu
re´gulier et aux non line´arite´s, nous allons re´gulariser le mouvement du domaine et la vitesse de convec-
tion. Contrairement au re´sultat pre´ce´dent on ne va pas demander a` ce que les vitesses re´gularise´es du
domaine et de convection co¨ıncident. Il est alors ne´cessaire de modifier la formulation variationnelle
de manie`re a` conserver les estimations d’e´nergie, en remarquant que∫
Ωf (t)
(u · ∇u)φ = 1
2
∫
Ωf (t)
(u · ∇u)φ− 1
2
∫
Ωf (t)
(u · ∇φ)u− 1
2
∫
bΩs
(∂tη)
2b,
avec φ(x, y, 1 + η(x, y)) = (0, 0, b(x, y))T sur Ω̂s. Ce terme est alors transforme´ en
1
2
∫
Ωf∗(t)
(u∗ · ∇u)φ− 1
2
∫
Ωf∗(t)
(u∗ · ∇φ)u− 1
2
∫
bΩs
∂tη∗∂tηb,
ou` l’aste´risque de´signe des quantite´s re´gularise´es.
L’existence de solution approche´es est de´montre´e graˆce a` une proce´dure de point fixe de Schauder :
on se donne un de´placement de maillage et une vitesse de convection, on re´sout le proble`me approche´
line´arise´ par une me´thode de Galerkin, et on obtient un nouveau de´placement de la structure et une
nouvelle vitesse. La compacite´ ne´cessaire pour montrer l’existence d’un point fixe a` cette application
vient de la re´gularite´ de type elliptique ve´rifie´e par la solution du syste`me approche´ line´arise´. Ces
re´sultats ne sont bien suˆr pas valables uniforme´ment par rapport au parame`tre de re´gularisation.
Ainsi pour passer a` la limite quand ce parame`tre tend vers ze´ro les estimations d’e´nergie ve´rifie´es par
la suite de solutions approche´es ne sont pas suffisantes. Ces estimations permettent d’affirmer que la
suite de solutions approche´es est borne´e uniforme´ment dans Vf ∩L∞(0, T ;L2(Ωf (t)) pour la vitesse de
fluide et dans W 1,∞(0, T ;L2(Ω̂s)) ∩H1(0, T ;H20 (Ω̂s)) pour le de´placement de la structure. Il manque
en particulier de la « compacite´ en temps » afin d’obtenir la compacite´ des vitesses fluide et structure
dans L2tx. La compacite´ des vitesses fluide et structure vient alors de l’e´tude de quantite´s du type
‖u(t + h) − u(t)‖L2tx et ‖∂tη(t + h) − ∂tη(t)‖L2tx . La premie`re quantite´ n’est pas aussi simple car les
vitesses au temps t et au temps t+ h ne sont pas de´finies sur le meˆme domaine il est donc ne´cessaire
de les prolonger. Pour obtenir la convergence uniforme de ces termes vers ze´ro quand h tend vers ze´ro
on choisit comme fonctions tests dans la formulation variationnelle des fonctions du type
∫ t+h
t
u et∫ t+h
t
∂tη. Il est la` encore ne´cessaire de les modifier de fac¸on a` ce qu’elles ve´rifient l’e´galite´ des vitesses
a` l’interface en prenant garde de conserver des fonctions a` divergence nulle dans le domaine fluide.
Remarque 9 Au cours de la de´monstration nous avons utilise´ a` plusieurs e´tapes (en particulier pour
obtenir la compacite´ dans L2 des vitesses) que, graˆce au terme de re´gularisation visqueuse ajoute´ a`
l’e´quation de la plaque, la vitesse de la structure ∂tη e´tait dans L
2(0, T ;H1(Ω̂s)). D’autres termes de
re´gularisation permettent d’obtenir le meˆme type de re´sultats en particulier si on ajoute seulement un
terme du type −∆∂tη ou si on ne ne´glige pas l’inertie de rotation ∆∂ttη. La question suivante est de
savoir si on peut s’affranchir de ces re´gularisations.
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Plaque en flexion – Ref : [2]
Nous expliquons pourquoi l’on peut passer a` la limite dans le syste`me couple´ quand la viscosite´
ε de la plaque tend vers ze´ro. Pour cela, l’argument principal est que la dissipation venant du fluide
permet de controˆler les hautes fre´quences en espace de la vitesse de la structure.
A priori le de´placement de la structure pour ε = 0 posse`de seulement une re´gularite´ de type
hyperbolique et appartient a` L∞(0, T ;H20 (Ω̂
s))∩W 1,∞(0, T ;L2(Ω̂s)). On ve´rifie alors que ces re´gularite´s
et l’hypothe`se de de´placement transverse suffisent a` de´finir les espaces fonctionnels de´finis a` la section
pre´ce´dente, la trace u(t, x, y, 1 + η(t, x, y)) sur Ω̂s. Cependant elles ne permettent pas d’obtenir de la
compacite´ dans L2((0, T ;L2(Ω̂s)) de la vitesse de la structure. Cette compacite´ reposait dans [7] sur
le fait que ∂tη ∈ L2(0, T ;H1(Ω̂s)), graˆce au terme de re´gularisation parabolique ajoute´ a` l’e´quation
de la plaque. Pour avoir un re´sultat analogue il suffit d’avoir un peu de re´gularite´ en espace de ∂tη.
L’ide´e ici est d’exploiter la condition cine´matique (0, 0, ∂tη(t, x, y))
T = u(t, x, y, 1 + η(t, x, y)) sur Ω̂s.
En effet comme u ∈ L2(0, T ;H1(Ωf (t)), si η e´tait lipschitzien en espace on obtiendrait facilement
que ∂tη ∈ L2(0, T ;H1/2(Ω̂s)). On controˆlerait ainsi les hautes fre´quences en espace de la vitesse de la
structure. Toutefois ces re´gularite´s ne sont pas satisfaites. Cependant graˆce aux injections de Sobolev,
η ∈ C0([0, T ], C0(Ω̂s)) ∩ L∞(0, T ;H20 (Ω̂s)) et cette re´gularite´ de la frontie`re permet de montrer que
∂tη ∈ L2(0, T ;Hs(Ω̂s)) pour s < 1/2. On obtient donc de la « compacite´ en espace » pour la vitesse de
la structure. Cependant la` encore les estimations d’e´nergie ve´rifie´es par (uε, ηε), ou` uε, ηε de´signe la
solution, construite dans [7], a` ε > 0 fixe´, ne sont pas suffisantes pour montrer la compacite´ des vitesses
dans L2tx et passer a` la limite quand ε tend vers ze´ro. Ces estimations permettent d’affirmer que la suite
de solutions approche´es est borne´e uniforme´ment dans Vf ∩L∞(0, T ;L2(Ωf (t)) pour la vitesse de fluide
et dansW 1,∞(0, T ;L2(Ω̂s))∩L∞(0, T ;H20 (Ω̂s))∩H1(0, T ;Hs(Ω̂s)) pour le de´placement de la structure.
En particulier la suite de de´placements structure converge uniforme´ment dans C0([0, T ];C0(Ω̂s)).
Cette proprie´te´ est tre`s utile pour passer a` la limite sur le domaine fluide. Il manque ne´anmoins de
la « compacite´ en temps » afin d’obtenir la compacite´ des vitesses fluide et structure dans L2tx. Le
principe est le meˆme que dans [7] ou [11] ou` on e´tudie ‖u(t)−u(t+h)‖L2tx et ‖∂tη(t)− ∂tη(t+h)‖L2tx .
Il est ne´cessaire de se´parer ici l’e´tude des hautes et des basses fre´quences en espace de la structure. Si
on conside`re les modes propres ξi associe´s a` l’ope´rateur bilaplacien avec des conditions de Dirichlet
homoge`nes au bord et ve´rifiant la contrainte
∫
bΩs
ξi = 0, qui constituent une base de H
2
0 (Ω̂
s)∩L20(Ω̂s),
alors la projection L2, note´e ηN0 , de η sur l’espace vectoriel engendre´ par les N0 premiers vecteurs
propres ve´rifie
‖∂tη − ∂tηN0‖L2(bΩs) ≤ Cλ
−s/2
N0
‖∂tη‖Hs(bΩs),
ou` λN0 est la valeur propre associe´e a` ξN0 . Par conse´quent, on va pouvoir controˆler la partie hautes
fre´quences de (∂tηε) et on a∫ T
0
∫
bΩs
(∂tη
hf,N0
ε − (∂tηhf,N0ε )(t− h))2 ≤ Cλ
− s
2
N0
,
avec ηhf,N0 = η − ηN0 .
Pour la partie basses fre´quences ∂tη
N0 on utilise la formulation variationnelle pour obtenir une
convergence uniforme par rapport a` ε quand h tend vers ze´ro de ‖uε(t+h)−uε(t)‖L2tx et de ‖∂tηN0ε (t+
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h) − ∂tηN0ε (t)‖L2tx vers ze´ro. La fonction test structure est b =
∫ t
t−h
∂tη
N0
ε . Les fonctions tests fluide
sont en revanche a` choisir et construire avec beaucoup d’attention. On montre ainsi que pour tout
β > 0∫ T
0
∫
Ωfε (t)
|uε(t)− uε(t− h)|2 +
∫ T
0
∫
bΩs
(∂tη
N0
ε (t)− ∂tηN0ε (t− h))2 ≤ CN0h
1
3 + Cλ
− s
2
N0
+ Cβ, ∀ε < ε0,
avec s < 12 et ou` uε de´signe un prolongement de uε a` un domaine qui contient tous les Ω
f
ε (s),
s ∈ [t− h, t]. On aboutit donc finalement a`∫ T
0
∫
Ωfε (t)
|uε(t)− uε(t− h)|2 +
∫ T
0
∫
bΩs
(∂tηε(t)− ∂tηε(t− h))2 ≤ CN0h
1
3 + Cλ
− s
2
N0
+ Cβ, ∀ε < ε0.
Ce re´sultat et les estimations d’e´nergie ve´rifie´es par la suite de solutions permettent alors d’obtenir
la compacite´ des vitesses dans L2tx graˆce a` un lemme de compacite´ sur les espaces L
p(0, T ;E) [Sim87]
et de passer a` la limite dans la formulation variationnelle. On obtient ainsi l’existence d’une solution
faible pour le syste`me couple´ Navier-Stokes-plaque tant que la plaque ne touche pas le fond de la cavite´
et ce sans terme additionnel de viscosite´. Il est a` noter que, meˆme si ce re´sultat est a` notre connaissance
le premier re´sultat d’existence de solution faible dans ce cadre, il paraˆıt difficile de l’e´tendre au cas
ou` l’on ne ne´glige pas le de´placement longitudinal ou au cas de structure e´lastique tridimensionnelle.
Dans ce dernier cas les re´sultats disponibles [CS05], [CS06] sont des re´sultat d’existence de solutions
re´gulie`res demandant des hypothe`ses de compatibilite´ sur les donne´es plus fortes que celles utilise´es
ici.
1.2.3 Interaction fluide-mate´riau e´lastique – Ref : [9]
Nous allons maintenant conside´rer le cas d’un mate´riau de Saint Venant-Kirchhoff et nous res-
treindre au cas stationnaire. La difficulte´ lie´e au couplage hyperbolique-parabolique n’existe donc
plus. En revanche la structure ve´rifie une loi de comportement non line´aire. Nous nous plac¸ons en
dimension 3 d’espace. Le fluide se trouve dans une cavite´ constitue´e d’un mate´riau e´lastique que l’on
suppose encastre´e sur sa frontie`re exte´rieure (celle qui n’est pas en contact avec le fluide).
Configuration deformee
Φ
f
Ω s
f
Configuration de reference
Ω
En utilisant les meˆmes notations que pre´ce´demment et en rappelant que Φf est un rele`vement
dans le domaine de re´fe´rence Ω̂f des de´formations de l’interface Σ donne´es par I + d les e´quations
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fluide s’e´crivent 
−ν∆u+ (u · ∇)u+∇p = f dans Φf (Ω̂f )
div u = 0 dans Φf (Ω̂f )
u = 0 sur ∂Φf (Ω̂f ).
(1.27)
Comme le proble`me est stationnaire la vitesse du fluide est nulle sur l’interface et la vitesse du fluide
de´pend de la structure car le domaine dans lequel sont pose´es les e´quations est inconnu et est fonction
des de´formations e´lastiques. Ici la pression n’est a priori de´finie qu’a` une constante additive pre`s. Les
e´quations de structure s’e´crivent
−divΠ(d) = g dans Ω̂s
Π(d).n̂ = Jfσf (u, p + c) · (F f )−T · n̂ sur Σ̂
u = 0 sur Γs,
(1.28)
ou` c est une constante qui fixe le niveau de pression et est le multiplicateur de Lagrange associe´ a`
la contrainte de pre´servation de volume (1.22). Le de´placement de la structure de´pend des efforts
applique´s par le fluide sur l’interface, re´e´crits en configuration de re´fe´rence. Le tenseur Π de´signe le
premier tenseur de Piola-Kirchhoff et, si on appelle λ et µ les constantes de Lame´ du mate´riau, il est
donne´ par
Π(d) = (I +∇d)Π¯(d),
Π¯(d) = λtr (E(d))I + 2µE(d),
E(d) =
1
2
(∇d+∇dt +∇dt∇d).
(1.29)
Pour de´montrer qu’il existe une solution a` ce syste`me d’e´quations, on se rame`ne tout d’abord a` la
configuration de re´fe´rence pour les e´quations fluide, en supposant que le de´placement de la structure
e´lastique est assez petit et re´gulier pour pouvoir effectuer le changement de variables. Les e´quations
fluide peuvent alors s’e´crire
−νdiv ((F (d)∇)w(d)) + (G(d)∇)q(d) + (w · (G(d)∇))w = (f ◦Φf ) H(d) dans Ω̂f
div (G(d)T w(d)) = 0 dans Ω̂f
w(d) = 0 sur ∂Ω̂f ,
(1.30)
avec w(d) = u ◦Φf et q(d) = p ◦Φf . Les matrices F (d) et G(d) sont quant a` elles de´finies par
F (d) = (F f )
−1
(F f )−TJf ,
G(d) = cof ∇Φf ,
et H(d) de´signe le jacobien de la transformation.
C’est ce syste`me non line´aire couple´ que nous allons e´tudier. Afin de pouvoir de´finir correctement
tous les termes nous allons travailler dans des alge`bres et plus pre´cise´ment dans W 1,p(Ω) avec p > 3.
D’autre part le proble`me n’a de sens que si le de´placement est suffisamment petit et re´gulier de manie`re
a` ce que la de´formation Φf soit un C1-diffe´omorphisme. Cette condition de petit de´placement va
impliquer que les forces applique´es au syste`me sont elles aussi suffisamment petites. Plus pre´cise´ment,
le the´ore`me d’existence peut s’e´noncer de la fac¸on suivante :
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The´ore`me 4 Soient f donne´e dans Lp(R3) et g donne´e dans Lp(Ω̂s), avec 3 < p < ∞. On suppose
que f et g sont suffisamment petites, c’est-a`-dire qu’il existe une constante M > 0 telle que
P1(‖g‖Lp(bΩs)) + P2(‖f‖Lp(R3)) ≤M,
ou` Pi, i = 1, 2 sont des fonctions polynomiales a` coefficients positifs telles que Pi(0) = 0. On suppose
de plus que ‖f‖H−1(R3) ≤ Cν2. Alors il existe (w, q,d, c) solution unique de (1.28), (1.22), (1.29),
(1.30), avec w ∈W 2,p(Ω̂f ) ∩W 1,p0 (Ω̂f ), q ∈W 1,p(Ω̂f ) and d ∈W 2,p(Ω̂s) ∩W 1,p0,Γs(Ω̂s).
La de´monstration de ce the´ore`me comporte plusieurs e´tapes. Tout d’abord nous e´tudions le
proble`me fluide pour une de´formation de la frontie`re du domaine donne´e dans W 2−1/p,p(Σ̂). Cet
espace est l’espace des traces sur l’interface de l’espace dans lequel on cherche les de´placements de la
structure. Il s’agit alors de montrer que la solution du proble`me de Navier-Stokes dans un tel domaine
appartient a`
(
W 2,p(Ω̂f ) ∩W 1,p0 (Ω̂f )
)
×
(
W 1,p(Ω̂f )
)
. On e´tudie dans un premier temps le proble`me
de Stokes seul pour lequel on montre que si la de´formation de l’interface est proche de l’identite´ dans
W 2−1/p,p(Σ̂) alors les re´gularite´s standards W 2,p(Ω̂f )×W 1,p(Ω̂f ) (voir [GR86], [Tem77]) des solutions
sont encore valables. Cette hypothe`se de petites variations par rapport a` une ge´ome´trie pour laquelle
on connaˆıt la re´gularite´ des solutions du proble`me de Stokes avec conditions de Dirichlet homoge`nes
au bord va imposer une contrainte sur les forces applique´es au syste`me fluide-structure qui ne doivent
eˆtre trop grandes.
Remarque 10 Si on avait une re´gularite´ W 2,∞ de la frontie`re alors [Bel96] fournit le re´sultat de
re´gularite´ souhaite´. Il est ne´anmoins probable que ce re´sultat reste vrai dans notre cas sans demander
a` ce que les de´formations restent proches d’une de´formation re´gulie`re dans W 2−1/p,p(Σ̂).
Ensuite la re´gularite´ de la solution pour le proble`me de Navier-Stokes est de´montre´e graˆce a` un
argument de bootstrap.
La deuxie`me e´tape est l’e´tude des e´quations de l’e´lasticite´ avec conditions mixtes Dirichlet-Neumann
et une condition de pre´servation globale de volume. La condition de Neumann sur l’interface fluide-
structure sera fournie par les contraintes applique´es par le fluide sur la structure. Ainsi on cherche
en meˆme temps le de´placement d et la constante de pression c. Cette e´tude est base´e sur l’appli-
cation du the´ore`me des fonctions implicites et reprend les meˆmes lignes (mais avec une contrainte
supple´mentaire) que le cas classique (voir [Cia88]). On e´tudie le proble`me line´arise´ autour de ze´ro
(existence, re´gularite´) qui est solution du proble`me non line´aire pour des forces exte´rieures nulles.
Puis on montre que l’on peut appliquer le the´ore`me des fonctions implicites au voisinage de cette
solution. Cette e´tape va e´galement imposer une contrainte de petitesse sur les forces applique´es.
La dernie`re e´tape est de recoupler les proble`mes fluide et structure graˆce a` un argument de point
fixe de Schauder-Tychonov (voir [Edw95], p : 161–163). On introduit l’application qui a` un de´placement
de l’interface associe une vitesse et une pression fluide, ce qui fournit des efforts et donc une nouvelle
de´formation du domaine structure. On montre que cette application admet au moins un point fixe. Pour
cela, on munit W 2,p(Ω̂s) de sa topologie faible, ainsi toute boule ferme´e de cet espace est faiblement
compacte. De plus, l’injection compacte de W 2,p(Ω̂s) dans C1(Ω̂s) suffit a` montrer la continuite´ de
l’application.
C’est e´galement sur ce proce´de´ de de´monstration que sont base´s les re´sultats [Sur07] (e´tude de
l’interaction stationnaire fluide-coque), [GK] (e´tude de l’interaction stationnaire en domaine non borne´
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fluide-solide e´lastique) et pour le cas instationnaire les re´sultats novateurs et re´cents [CS06] ou` l’inter-
action fluide solide e´lastique est e´tudie´e. Par ailleurs, en collaboration avec C. Madare´ et B. Mauroy,
nous sommes en train d’e´tudier un mode`le stationnaire de´crivant l’e´quilibre d’un globule rouge dans
une conduite. Les e´quations de structure e´crites dans un re´fe´rentiel en mouvement de translation
uniforme seraient base´es sur le mode`le de´crit a` la section suivante.
1.2.4 Structure en grands de´placements-petites de´formations – Ref : [4]
Dans cette sous-section je vais pre´senter un re´sultat obtenu en collaboration avec P. Me´tier et
Y. Maday. La version bidimensionnelle du mode`le constituait un chapitre de la the`se de P. Me´tier,
nous l’avons par la suite e´tendue au cas tridimensionnel. L’ide´e est de de´composer les de´placements
de la structure en une translation, une rotation et des de´placements e´lastiques infinite´simaux. Ainsi
meˆme si on choisit la loi de Hooke comme loi de comportement pour le mate´riau les rotations sont
bien repre´sente´es. On obtient alors un mode`le appele´ ge´ome´triquement non line´aire. Ce mode`le avait
e´te´ introduit par le me´canicien De Veubeuke dans [FDV76]. Il est maintenant utilise´ dans le contexte
de discre´tisation e´le´ments finis en particulier dans le cas de grands de´placements comme pour le
mouvement d’avions [FPL00], [SWW08]. Le but du travail est de donner un cadre mathe´matique
rigoureux a` la de´composition et de montrer que le syste`me d’e´quations non line´aires obtenu posse`de
une unique solution.
De´compositions des de´formations
L’ide´e est de de´composer la de´formation Φs du solide e´lastique en
1. une translation : xˆ 7−→ xˆ+ τ , avec τ le vecteur associe´, τ ∈ Rd.
2. une rotation : xˆ 7−→ R(xˆ− g), ou` g de´signe le centre de gravite´ du solide Ω̂s et R est une matrice
de rotation.
3. une de´formation e´lastique Ω̂s −→ Rd
xˆ 7−→ xˆ+ d(xˆ).
La de´formation peut donc eˆtre e´crite
∀xˆ ∈ Ω̂s, φ(xˆ) = τ +R((xˆ− g) + d(xˆ)). (1.31)
Une question naturelle est alors :
sous quelles conditions peut-on associer a` φ un unique triplet (τ , R,d) ?
Pour re´pondre a` cette question on peut penser a` trouver, pour φ fixe´, la translation et la rotation
telles que le de´placement associe´ d = RT (φ− τ − (xˆ− g) est minimal en norme L2(Ω̂s). Ce proble`me
de minimisation admet une solution qui sera unique pour des de´formations particulie`res. En e´crivant
les conditions ne´cessaires d’optimalite´ (e´quations d’Euler) on obtient une correspondance bijective et
continue entre les de´formations φ de L2(Ω̂s) ve´rifiant de plus que la plus petite valeur propre de la
matrice A(φ) de´finie par
A(φ) :=
(
M m
mT 0
)
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avec M = 2
∫
bΩs
(
φ · (xˆ− g))I3 − ∫bΩs(φ⊗ (xˆ− g) + (xˆ− g) ⊗ φ) et m = ∫bΩs φ ∧ (xˆ− g), est simple
et le triplet (τ , R,d) avec d ∈ L2(Ω̂s) et ve´rifiant
∫
bΩs
d = 0,
∫
bΩs
d ∧ (xˆ− g) = 0 et M(d) de´finie
positive :
M(d) = 2(∫
bΩs
((xˆ− g) + d) · (xˆ− g))I3 − (∫
bΩs
((xˆ− g) + d)⊗ (xˆ− g) + (xˆ− g)⊗ ((xˆ− g) + d)
)
.
Les deux premie`res conditions imposent que d soit orthogonal aux mouvements rigides infinite´simaux.
La troisie`me condition interdit au solide de se de´former en se concentrant sur un plan. Elle est de plus
ve´rifie´e si la matrice des moments d’inertie du solide reste de´finie positive au cours des de´formations.
On remarque de plus que si φ appartient a` Hs(Ω̂s) alors le de´placement d e´galement.
Remarque 11 Il est facile de voir que la translation est donne´e par τ = 1
|bΩs|
∫
bΩs
φ. Pour la rotation il
n’y a pas d’expression simple en dimension 3, par contre la rotation en dimension 2 e´tant caracte´rise´e
par un seul angle il suffit alors de re´soudre un syste`me line´aire 2×2 pour de´terminer son cosinus et son
sinus, ce syste`me posse´dant une unique solution dans le cas ou` φ ve´rifie la contrainte supple´mentaire.
On peut de plus montrer que l’application pre´ce´dente est unC1-diffe´omorphisme et que la de´composition
de l’espace L2(Ω̂s) est valable :
L2(Ω̂s) = vect(τ , τ ∈ R3) ⊕ vect(Θ ∧R((xˆ− g) + d),Θ ∈ R3)⊕ vect(Rd,d ∈ E0),
avec
E0 = {b ∈ L2(Ω̂s),
∫
bΩs
b = 0,
∫
bΩs
b ∧ (xˆ− g) = 0}.
Pour tout v in L2(Ω̂s), la de´composition
v = τ (v) +Θ(v) ∧R((xˆ− g) + d) +Rd(v) (1.32)
est obtenue en choisissant 
τ (v) =
1
|Ω̂s|
∫
bΩs
v
Θ(v) = B−1
(∫
bΩs
v ∧R(xˆ− g)
)
d(v) = RT
(
v − τ −Θ ∧R((xˆ− g) + d)
)
,
ou` B est de´finie par
B =
(∫
bΩs
((xˆ− g) + d) · (xˆ− g)
)
I3 −
∫
bΩs
R((xˆ− g) + d)⊗R(xˆ− g).
Cette de´composition de L2(Ω̂s) correspond a` une de´composition en vitesse. Nous avons donc mis
en e´vidence un jeu de coordonne´es ge´ne´ralise´es pour lesquelles nous pouvons e´crire les e´quations du
mouvement (c’est-a`-dire les e´quations de Lagrange du solide e´lastique).
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E´quations du mouvement
On appellem la masse du solide, ρs sa densite´, RI(t)RT sa matrice instantane´e d’inertie de rotation
et l’on suppose que le solide est soumis a` des forces volumique f et surfacique g. La matrice I(t) est
donne´e par
I(t) = ρs
∫
bΩs
‖(xˆ− g) + d‖2I3 − ρs
∫
bΩs
((xˆ− g) + d)⊗ ((xˆ− g) + d).
Ainsi les dynamiques de la translation, de la rotation et des de´formations e´lastiques s’e´crivent
mτ¨ =
∫
bΩs
f , (1.33)
R˙ = ω ∧R, (1.34)
d
dt
(
RI(t)RTω)− ρs ∫
bΩs
(
R∂td⊗R((xˆ− g) + d)
)
· ω − ρs
∫
bΩs
(
R((xˆ− g) + d)⊗R∂td
)
· ω
+ ρs
∫
bΩs
R(d ∧ ∂ttd) =
∫
bΩs
R((xˆ− g) + d) ∧ f +
∫
bΩs
R((xˆ− g) + d) ∧ g, (1.35)
ρs
(∫
bΩs
∂ttd · b+ 2
∫
bΩs
R(∂td ∧ b) · ω +
∫
bΩs
(
(xˆ− g) + d)⊗Rbω) · ω
− ‖ω‖2
∫
bΩs
b · ((xˆ− g) + d) +
∫
bΩs
R(d ∧ b) · ω˙
)
+
∫
bΩs
σs(d) : ε(b)
=
∫
bΩs
f · Rb+
∫
∂bΩs
g ·Rb ∀b ∈ H1(Ω̂s) ∩ E0, (1.36)
La premie`re e´quation (1.33) est de´couple´e des autres et de´crit le mouvement du centre de gravite´.
L’e´quation (1.35) repre´sente l’e´volution du vecteur instantane´ de rotation ω et est couple´e a` (1.36) qui
ne sont rien d’autres que les e´quations de l’e´lasticite´ line´arise´e en re´fe´rentiel tournant dans lesquelles
on voit apparaˆıtre les forces de Coriolis et centrifuge. Pour une rotation donne´e ces e´quations sont
line´aires en d.
Remarque 12 Les e´quations qui re´gissent la dynamique d’un mouvement rigide sont un cas particu-
lier de ces e´quations et s’obtiennent en prenant d = 0.
Re´sultat d’existence
Dans [4] nous avons montre´ l’existence et l’unicite´ de solution faible a` ce syste`me couple´. On
construit une suite de solutions approche´es par la me´thode de Galerkin. La base de Galerkin utilise´e
est constitue´e des vecteurs propres de l’ope´rateur de l’e´lasticite´ line´arise´e avec conditions de Neumann
homoge`nes au bord orthogonaux aux mouvements rigides infinite´simaux. Pour montrer que le syste`me
approche´ admet une solution on retrouve la condition sur la matrice M(d) qui doit rester de´finie
positive. C’est en effet une condition ne´cessaire et suffisante pour que la matrice de masse du syste`me
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discret soit inversible. Cela impose de travailler sur un temps petit et la solution existe tant que cette
condition est satisfaite.
Une des difficulte´s est de montrer la compacite´ ne´cessaire pour passer a` la limite dans les e´quations
couple´es (1.35) et (1.36). La solution ve´rifie des estimations d’e´nergie dont on de´duit des convergences
faibles insuffisantes pour traiter les termes non line´aires, en particulier nous avons besoin de compacite´
sur la vitesse instantane´e de rotation. Si il n’y avait pas de couplage entre l’e´quation de la rotation et
celle du de´placement e´lastique cette proprie´te´ serait ve´rifie´e. Il s’agit donc d’obtenir des estimations
supple´mentaires sur les acce´le´rations de rotation et e´lastique simultane´ment. Dans [17] nous nous
e´tions restreint au cas de donne´es petites ce qui nous permettait d’obtenir les estimations voulues.
Dans [4], pour s’affranchir de cette hypothe`se supple´mentaire, nous avons se´pare´ l’e´tude des basses
fre´quences en espace de d de celle de ses hautes fre´quences, ce qui permet de controˆler les termes
non line´aires. En particulier ce re´sultat peut eˆtre interpre´te´ en disant que l’action de l’acce´le´ration de
rotation sur les hautes fre´quences de ∂ttd tend asymptotiquement vers ze´ro.
Enfin nous avons de´montre´, en raisonnant par l’absurde, l’unicite´ de cette solution. Une des dif-
ficulte´s, comme pour l’e´quation des ondes, est que la vitesse de la structure n’est pas une fonction
test admissible car elle ne posse`de pas la bonne re´gularite´. On commence par ve´rifier que si elle e´tait
admissible on obtiendrait des estimations sur la diffe´rence de deux solutions qui nous donnerait par
application du Lemme de Gronwall l’unicite´. On proce`de ensuite en re´gularisant la vitesse de la struc-
ture de fac¸on a` avoir une fonction test admissible et on montre que les termes re´siduels provenant de
cette re´gularisation tendent vers ze´ro.
Remarque 13 Dans [Bou03] le meˆme mode`le (auquel il a e´te´ ajoute´ un terme visqueux re´gularisant)
est conside´re´ dans le cadre de l’interaction fluide-structure et l’existence de solutions faibles est
de´montre´e.
1.2.5 Conclusions
Ces re´sultats d’existence de solutions permettent, en particulier, de donner un cadre a` l’analyse
nume´rique des sche´mas de discre´tisation pour ces proble`mes couple´s. De plus, quand les de´monstrations
sont constructives, elles peuvent sugge´rer de nouvelles strate´gies de discre´tisation, de nouveaux algo-
rithmes ou donner une ide´e des limites de validite´ de ces strate´gies.
1.3 Analyse nume´rique – Ref : [5], [8], [10], [27]
Nous allons nous inte´resser a` la discre´tisation en temps et en espace de syste`mes couple´s fluide-
structure. Comme nous l’avons vu lors de l’analyse mathe´matique des diffe´rents syste`mes on peut
envisager plusieurs strate´gies : conside´rer le syste`me couple´ d’un seul bloc ou bien de´coupler le fluide
de la structure et les recoupler par la suite graˆce a` une proce´dure de point fixe. D’autre part, la
gestion du domaine fluide, de´pendant du de´placement de la structure et donc du temps dans le cas
instationnaire, est souvent de´licate et on a soit re´e´crit le proble`me dans un domaine fixe soit, a` une
e´tape interme´diaire, re´gularise´ et line´arise´ son mouvement. Ces deux aspects apparaissent e´galement
nume´riquement et plusieurs choix sont possibles pour e´laborer des sche´mas de discre´tisation stables,
convergents et performants. Ces choix de´pendent fortement du mode`le et du type d’applications vise´es.
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1.3.1 Sche´mas sur maillages mobiles : the Geometric Conservation Law – Ref : [8], [10]
Ces travaux, initie´s lors d’un se´jour de recherche de deux mois a` l’universite´ du Colorado a` Boulder
dans l’e´quipe de C. Fahrat, ont e´te´ effectue´s en collaboration avec C. Fahrat et P. Geuzaine.
Lorsque l’on conside`re un proble`me couple´ ou` les de´placements de la structure sont importants les
e´quations fluide, pose´es en configuration eule´rienne, sont de´finies dans un domaine mobile. D’un point
de vue nume´rique il est alors ne´cessaire d’e´laborer des strate´gies permettant le suivi de l’interface
et de de´finir le domaine fluide a` chaque pas de temps. Une des me´thodes commune´ment employe´es
est d’utiliser un formalisme « Arbitraire Euler Lagrange » (ALE) pour e´crire les e´quations du fluide
[DGH82]. Nous n’aborderons pas ici les autres me´thodes telle la me´thode des domaines fictifs [GPP94]
ou celle de la frontie`re immerge´e [PM89], ni les nombreux travaux qui leurs sont consacre´s. La formu-
lation ALE utilise une transformation Φf de´finie du domaine de re´fe´rence a` valeur dans le domaine
de´forme´. Cette transformation e´tend les de´formations de la structure a` l’interface au domaine fluide.
Elle suit donc les de´formations de l’interface sans suivre les mouvements du fluide a` l’inte´rieur du
domaine fluide ou` elle est arbitraire. C’est cette transformation qui de´finit le mouvement du maillage.
Si on conside`re une e´quation de conservation du type
∂tu+ div F (u) = 0, dans Ω
f (t),
sa formulation ALE s’e´crit
∂tu|xˆ −w · ∇u+ div F (u) = 0, dans Ωf (t),
ou` w de´signe la vitesse du maillage associe´e a` Φf . Ici w est suppose´e donne´e et quelqconque. Cette
e´quation peut aussi eˆtre re´e´crite sous forme inte´grale
d
dt
∫
Ωf (t)
u+
∫
Ωf (t)
div (F (u) −wu) = 0.
Une des questions, si on utilise ce formalisme et donc si l’on travaille sur maillages mobiles, est :
est-il ne´cessaire d’adapter les sche´mas e´labore´s sur maillages fixes dans le cas des maillages mobiles ?
Doit-on prendre des pre´cautions particulie`res pour conserver l’ordre de convergence ? La stabilite´ ?
Dans [8] et [10] nous avons tente´ de re´pondre a` ces questions. Nous nous sommes place´s dans le
cadre d’une discre´tisation volumes finis pour une loi de conservation scalaire ge´ne´rale. Nous avons
e´tudie´ l’influence du choix des sche´mas d’inte´gration en temps sur la stabilite´ dans le cas de sche´ma
d’ordre 1 en temps ou plus ge´ne´ralement du θ-sche´ma [8] et sur l’ordre de convergence [10].
Si on conside`re une discre´tisation volumes finis on obtient
d
dt
∫
Ωi(t)
u+
∫
Ωi(t)
div (F (u)−wu) = 0,
ou` Ωi(t) de´signe une cellule au temps t. En faisant apparaˆıtre le flux au bord de la cellule il vient
d
dt
∫
Ωi(t)
u+
∫
∂Ωi(t)
(F (u) −wu) · ni = 0,
soit
d
dt
∫
Ωi(t)
u+
∑
j∈V (i)
∫
∂Ωij(t)
(F (u) −wu) · nij = 0,
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ou` V (i) de´signe l’ensemble des faces ∂Ωij(t) de la cellule i associe´e a` la maille i et nij la normale
exte´rieure unitaire a` ces faces. Typiquement le flux a` l’interface peut eˆtre approche´ par un flux
nume´rique Φ ∫
∂Ωij(t)
(F (u) −wu) · nij = |∂Ωij(t)|Φ(ui, uj ,νij(t),κij(t)),
ou` |∂Ωij(t)| de´signe la surface de la face. Les quantite´s ui de´signent les valeurs moyennes sur une
cellule et νij(t), κij(t) peuvent eˆtre de´finies par
νij(t) =
1
|∂Ωij(t)|
∫
∂Ωij(t)
nij(t),
κij(t) =
1
|∂Ωij(t)|
∫
∂Ωij(t)
w(t) · nij(t).
On demande de plus au flux nume´rique d’eˆtre conservatif : Φ(u, v,−ν,κ) = −Φ(v, u,ν ,κ) et
consistant Φ(u, u,ν,κ) = F (u)ν − κu.
Nous allons conside´rer un θ-sche´ma pour la discre´tisation en temps de ce proble`me. Soit δt le pas
de temps, et notons gn les approximations de la quantite´ g au temps nδt ; on a
|Ωn+1i |un+1i = |Ωni |uni − δtθ
∑
j∈V (i)
|∂Ωij |Φ(un+1i , un+1j ,νij,κij)− δt(1−θ)
∑
j∈V (i)
|∂Ωij|Φ(uni , unj ,νij,κij).
(1.37)
Le parame`tre θ appartient a` [0, 1]. Pour θ = 1 on retrouve le sche´ma d’Euler implicite et pour θ = 1/2
le sche´ma, sur maillage fixe, est d’ordre 2 en temps. La question est maintenant de savoir comment
calculer les valeurs moyennes, a` l’interation n+ 1 en temps, de la normale νij, de la mesure du bord
des faces des cellules |∂Ωij|, et du flux de la vitesse de maillage a` l’interface κij . De plus, est-ce que
les choix que l’on va faire peuvent influencer les proprie´te´s de stabilite´ et de pre´cision en temps du
sche´ma ? Le choix le plus imme´diat est de prendre, par exemple ces quantite´s e´gales a` celles a` l’instant
(n+ 1)δt. Cependant, si aucune pre´caution n’est prise, des instabilite´s nume´riques ont e´te´ constate´es
[num96] en particulier en temps long. Ces instabilite´s peuvent eˆtre controˆle´es en diminuant le pas
de temps. Un guide pour calculer ces quantite´s ge´ome´triques est d’imposer que le sche´ma pre´serve
un champ constant. Cette ide´e appele´e Discrete Geometric Conservation Law (DGCL) est apparue
pour la premie`re fois dans [TL79]. Des sche´mas posse´dant cette proprie´te´ ont e´te´ de´veloppe´s pour des
discre´tisations d’ordre un ou deux en temps dans le contexte des volumes finis ou des e´le´ments finis
[NG94], [LF96], [FN99]. Ici pour le sche´ma conside´re´ cette loi de conservation s’e´crit en tenant compte
de la consistance du flux :
|Ωn+1i | − |Ωni | = δt
∑
j∈V (i)
|∂Ωij |κij.
Les quantite´s |Ωn+1i | sont des quantite´s ge´ome´triques connues a` partir du moment ou` on connaˆıt
le mouvement du maillage au cours du temps et donc le second membre de l’e´galite´ doit eˆtre e´gal a`
δt
∑
j∈V (i)
|∂Ωij|κij =
∫ tn+1
tn
(∫
∂Ωi(t)
w · ni(t)
)
. (1.38)
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Dans cette e´galite´ nous avons a` droite une quantite´ exacte qui de´pend de la vitesse de maillage
tandis que le membre de gauche est une quantite´ approche´e. Pour ve´rifier la DGCL il s’agit donc de
trouver les quantite´s moyenne κij, |∂Ωij| et νij de fac¸on a` ce que (1.38) soit ve´rifie´e. Le calcul de ces
quantite´s de´pend de la dimension, de la vitesse de maillage conside´re´e (line´aire ou quadratique par
morceaux sur (tn, tn+1)), en e´le´ments finis du degre´ des polynoˆmes d’approximation....
Remarque 14 Cette e´galite´ signifie que l’on demande au sche´ma de conserver exactement les volumes
et donc en particulier qu’il n’y ait pas de perte de masse.
Dans [8] et [10] nous avons e´tudie´ les liens de la DGCL avec la stabilite´ et la pre´cision du sche´ma.
The´ore`me 5 On suppose que les flux sont monotones. Le θ-sche´ma (1.37) ve´rifie le principe du
maximum discret inde´pendamment de la vitesse de maillage si et seulement si la DGCL est ve´rifie´e.
Remarque 15 Si la DGCL n’est pas ve´rifie´e alors on obtient une ine´galite´ de stabilite´ du type
‖un‖L∞ ≤ e
CδtT
1−Cδt2 ‖u0‖L∞ ou` C de´pend de la « perte de masse » . Dans [FN99] ou` le cas des e´le´ments
finis est conside´re´ il est de´montre´ que la DGCL est une condition suffisante pour qu’un sche´ma d’Eu-
ler implicite pour e´quation d’avection-diffusion sur maillage mobile soit stable inde´pendamment de
la vitesse de maillage. Si cette condition n’est pas ve´rifie´e alors la constante de stabilite´ de´pend de la
norme L∞ en espace de la divergence de la vitesse de maillage, quantite´ qui la` encore mesure la « perte
de masse » du maillage.
Nume´riquement les cas « pathologiques » d’instabilite´s nume´riques quand la DGCL n’est pas ve´rifie´e
peuvent eˆtre obtenus en temps long et pour des vitesses de maillage oscillant a` hautes fre´quences
aussi bien pour des e´quations d’avection line´aire ou encore des syste`mes non line´aires comme les
e´quations d’Euler [8]. Enfin cette contrainte sur le pas de temps peut eˆtre contraignante dans le cas
de l’interaction fluide-structure ou` la vitesse du maillage est inconnue.
En ce qui concerne la pre´cision en temps dans [10] nous avons construit des sche´mas d’ordre 2 en
temps pour des syste`mes hyperboliques sur maillages mobiles en utilisant deux me´thodes. Pour l’une
le flux est calcule´ pour des quantite´s ge´ome´triques moyennes obtenues par combinaison de quantite´s
ge´ome´triques a` certains instants dans les intervalles (tn, tn+1), l’autre le syste`me est re´solu sur un
maillage « moyen ». Les sche´mas obtenus ne ve´rifient pas ne´cessairement la DGCL. Inversement, les
sche´mas simplement transpose´s de sche´mas sur maillages fixes et ve´rifiant la DGCL ne conservent pas
ne´cessairement l’ordre du sche´ma, meˆme si ceux-ci sont au moins d’ordre 1 [GF00]. Ainsi la DGCL ne
constitue pas un moyen de pre´server l’ordre en temps de sche´mas sur maillage fixe.
Pour les sche´mas d’ordre 2 (Crank-Nicolson, BDF2) la question de la stabilite´ inde´pendamment de
la vitesse de maillage est aborde´e dans ([BG04], [FN04]) dans un contexte e´le´ments finis. Il apparaˆıt
que pour de ce type de discre´tisation en temps la DGCL n’est ni une condition ne´cessaire ni une
condition suffisante pour obtenir la stabilite´ inde´pendamment de la vitesse de maillage.
1.3.2 Sche´mas stables : cas de forts effets de masse ajoute´e – Ref : [5], [27]
Les re´sultats pre´sente´s dans cette section, initie´s lors de mon accueil en de´le´gation au sein du projet
REO en 2004–2005, ont e´te´ obtenus en collaboration avec M. Fernandez et J.-G. Gerbeau pour [5] et
avec M. Astorino, doctorant au sein de ce meˆme projet pour [27].
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Les conditions de couplage a` l’interface entre le fluide et la structure sont de deux types l’une
cine´matique (e´galite´ des vitesses), l’autre traduit le principe de l’action et de la re´action (e´galite´ des
contraintes normales). Elle peuvent s’e´crire de manie`re simplifie´e de la fac¸on suivante (on omet la
variation e´ventuelle du domaine fluide)
u = ∂td, σs · n = σf · n, sur Σ. (1.39)
D’un point de vue nume´rique la manie`re la plus directe de satisfaire a` la version discre´tise´e de (1.39)
est de re´soudre le fluide et la structure a` l’aide d’un unique solveur. On obtient alors des me´thodes
appele´es monolithiques. Des exemples d’une telle approche sont tre`s nombreux. On peut par exemple
citer (sans eˆtre exhaustif) [RB01], [Hei04] base´s sur une formulation ALE, [DHPSB03],[Baa01] qui
utilisent la me´thode des domaines fictifs ou [FVCJ+]. Par construction (1.39) est satisfaite et on parle
alors de sche´mas fortement couple´s. Ces me´thodes conservent naturellement l’e´nergie a` l’interface et
sont donc ge´ne´ralement stables. Elles ne sont cependant pas tre`s modulaires et permettent difficilement
d’exploiter les spe´cificite´s de chaque sous-proble`me et d’inte´grer les me´thodes re´cemment de´veloppe´es
pour la re´solution du fluide seul ou de la structure seule.
Avec les me´thodes dites partitionne´es le fluide et la structure sont traite´s par deux solveurs
spe´cifiques diffe´rents et la question est alors de savoir comment les coupler efficacement. Une premie`re
strate´gie est d’utiliser un sche´ma de´cale´ ou faiblement couple´ ou encore explicite ou` l’on ne va re´soudre
le fluide et la structure qu’une seule fois par pas de temps. L’avantage de telles me´thodes est qu’elles
sont moins couˆteuse puisqu’elles ne ne´cessitent l’e´valuation des inconnues fluide et structure qu’une
seule fois par ite´ration en temps. Ces me´thodes ont e´te´ tre`s e´tudie´es et tre`s utilise´es, en particulier pour
la simulation d’e´coulements compressibles (voir par exemple [Pip97], [PFL95], [PF03]). On trouvera
dans [FvdZG06] un e´tat de l’art sur ces me´thodes. Cependant la condition (1.39) n’est pas ve´rifie´e et
cela peut conduire a` des instabilite´s nume´riques, en particulier en cas de forts effets de masse ajoute´e
du fluide sur la structure. Ces instabilite´s ont e´te´ observe´es par exemple dans le cas des e´coulements
sanguins dans les arte`res, ou` un fluide incompressible interagit avec une structure dont la densite´ est
proche de la densite´ du fluide. Le roˆle de l’effet de la masse ajoute´e sur la stabilite´ nume´rique avait
e´te´ souligne´ dans [LTM01] et il a e´te´ de´montre´ dans [CGN05] (et par la suite dans [FWR07] pour des
sche´mas en temps plus ge´ne´raux) que, meˆme dans le cas d’un mode`le tre`s simple, un sche´ma de´cale´
est inconditionnellement instable si le rapport des densite´s est plus petit qu’un certain seuil. Il semble
que cela soit fortement lie´ a` l’incompressibilite´ du fluide. Il est a` noter que re´cemment dans [BNV08]
un sche´ma de´cale´ stable a e´te´ propose´ base´ sur des conditions de Robin a` l’interface.
Par conse´quent, des sche´mas dits fortement couple´s ou implicites ont e´te´ de´veloppe´s et utilise´s pour
pallier ces proble`mes. Ils sont stables par nature car ils conservent l’e´nergie a` l’interface. Cependant
ils restent tre`s couˆteux car ils demandent un grand nombre d’appels a` chaque solveur par ite´ration
en temps. Ainsi, ses dernie`res anne´es de nombreux efforts ont e´te´ faits pour acce´le´rer la conver-
gence des me´thodes de point fixe (relaxation, line´arisation) [LTM01], [MWR01], [MW01], [DFF03],
[RRLJ01] ou des me´thodes de Newton inexactes [MS02], [MS03], [Tez01], [Hei04] ou exactes [FM03a],
[FM03b], [FM04], [FM05] utilise´es pour ve´rifier (1.39) de manie`re forte. On trouvera dans [DGHL04],
[SMSTT05], [LTM00], [12], des e´tudes de stabilite´, convergence, estimations d’erreur pour des sche´mas
fortement couple´s ou implicites..
La plupart de ces sche´mas sont base´s sur une discre´tisation type Dirichlet-Neumann pour lesquels
le fluide est re´solu en lui prescrivant la condition cine´matique a` l’interface, quant a` la structure elle
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de´pend des efforts applique´s par le fluide. Pour des strate´gies du type Neumann-Neumann on pourra
se re´fe´rer a` [DDFQ05], [DDQ04].
Dans [5] et [26] nous avons propose´ et analyse´ un sche´ma semi-implicite. L’ide´e est de se´parer
les efforts en pression des efforts visqueux applique´s par le fluide sur la structure, les premiers e´tant
traite´s implicitement et les deuxie`mes e´tant traite´s explicitement. Ce splitting est obtenu en utilisant
le sche´ma de Chorin-Temam pour la re´solution de la partie fluide [Cho68], [Cho69], [Tem68] (voir
e´galement [GMS06] pour un e´tat de l’art sur les me´thodes de projections). Dans [BQQ08], [QQ07] ce
sont des me´thodes de splitting alge´brique qui sont utilise´es.
Pre´sentation du sche´ma
Nous allons pre´senter le sche´ma pour le proble`me non line´aire couple´ complet (1.1, 1.2, 1.5, 1.9,
1.11). Les e´quations du fluide sont discre´tise´es a` l’aide d’une me´thode de projection de Chorin-Temam
et de la me´thode ALE de´crite pre´ce´demment. L’avancement en temps de la structure se fait a` l’aide
d’un sche´ma de Newmark. On se donne un pas de temps δt et on suppose que l’on connaˆıt la vitesse
du fluide un, la pression pn, le de´placement de la structure dn, la vitesse de la structure uns et le
domaine fluide Ωf,n a` l’instant nδt. L’algorithme s’e´crit
– E´tape 0 - Extrapolation de la position de l’interface :
d˜
n+1
= dn + δt
(
3
2
us)
n − 1
2
(us)
n−1
)
. (1.40)
– E´tape 1- De´finition du nouveau domaine et de la vitesse ALE :
wn+1
|Σˆ
=
d˜
n+1 − dn
δt |Σˆ
, wn+1 = Ext(wn+1|Σ ), Ω
f,n+1 = Ωf,n + δtwn+1, (1.41)
ou` Ext de´signe une extension de la vitesse au bord a` tout le domaine fluide.
– E´tape 2 : E´tape d’advection-diffusion : ρf
u˜n+1 − un
δt
∣∣∣∣
xˆ
+ ρf (u˜
n −wn+1) · ∇u˜n+1 − 2ν div(ε(u˜n+1)) = 0, dans Ωf,n+1,
u˜n+1 = wn+1, sur Σn+1.
(1.42)
– E´tape 3 - E´tape de projection (correction de la vitesse)
– E´tape 3.1 : 
ρf
un+1 − u˜n+1
δt
+∇pn+1 = 0, dans Ωf,n+1,
div un+1 = 0, dans Ωf,n+1,
un+1 · n = d
n+1 − dn
δt
· n, sur Σn+1.
(1.43)
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– E´tape 3.2 :
ρs
un+1s − uns
δt
− div
(
σns + σ
n+1
s
2
)
= 0, dans Ωˆs,
dn+1 − dn
δt
=
un+1s + u
n
s
2
, dans Ωˆs,
σn+1s · n̂ = Jf,n+1(σf (u˜n+1, pn+1) ◦Φf,n+1)(∇Φf,n+1)−T · n̂, sur Σˆ.
(1.44)
L’inte´reˆt de ce sche´ma est que tous les termes non line´aires (convection, non line´arite´s ge´ome´triques)
sont traite´s a` l’e´tape explicite d’advection-diffusion. Seule l’e´tape de projection, qui consiste en la
re´solution d’un proble`me de type Darcy, est couple´e implicitement avec la structure. Les e´tapes 1 et
2 ne sont donc effectue´es qu’une seule fois par pas de temps.
Remarque 16 On a ici e´crit l’e´tape de projection a` l’aide d’une e´quation de Darcy mais on aurait
aussi pu l’e´crire comme un proble`me de Poisson sur la pression. On peut e´galement imaginer des
variantes ou` les e´tapes 2 et 3 sont interchange´es, ou encore ou` d’autres extrapolations de la vitesse de
maillage sont utilise´es.
Remarque 17 Le re´sidu des efforts a` l’interface n’est pas nul mais il ne contient que les efforts
visqueux et pas les efforts en pression. On peut par conse´quent espe´rer le controˆler et qu’il ne produise
pas une e´nergie d’interface qui conduise a` l’instabilite´ du sche´ma.
Stabilite´ et convergence
Nous allons maintenant e´noncer les re´sultats de stabilite´ et de convergence obtenus dans [5], [26].
On s’est pour ces e´tudes restreint au cas ou` les de´placements de la structure sont ne´gligeables de fac¸on
a` supposer que le domaine fluide ne varie pas : Ωf (t) = Ωf . Les e´quations sont donc pose´es dans la
configuration de re´fe´rence et on omettra les ̂ pour simplifier. De plus la structure n’est pas discre´tise´e
a` l’aide d’un sche´ma de Newmark mais avec un sche´ma saute-mouton :
ρs
dn+1 − 2dn + dn−1
δt2
− div (σn+1s ) = 0, dans Ωs,
un+1s =
dn+1 − dn
δt
, dans Ωs,
σn+1s · n = σf (u˜n+1, pn+1) · n, sur Σ.
(1.45)
D’autre part pour les besoins de l’analyse on suppose que le proble`me est discre´tise´ par des e´le´ments
finis. On appelle h le pas du maillage fluide et H le pas du maillage structure. On va supposer que
les espaces e´le´ments finis des vitesse et pression sont conformes dans H1(Ωf ) et L2(Ωf ) (on supposera
que ces espaces ve´rifient une condition inf-sup ou LBB, meˆme si cela ne joue aucun roˆle dans notre
analyse). De plus l’espace e´le´ments finis de structure est une approximation conforme de l’espace V s
associe´ a` la forme biline´aire de la structure. En revanche on peut avoir une non conformite´ a` l’interface
entre le fluide et la structure. Cette non conformite´ peut venir de maillages incompatibles ou, meˆme
dans le cas de maillages co¨ıncidant, de diffe´rence entre les ope´rateurs fluide et structure (on peut
penser a` un fluide couple´ a` une plaque ou` l’on a un ope´rateur d’ordre 4 pour de´crire le comportement
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en flexion de la plaque). Il est alors ne´cessaire d’introduire un ope´rateur πh de raccord a` l’interface
qui peut eˆtre un simple ope´rateur d’interpolation ou en ope´rateur inte´gral de type mortier [BMP93],
[BMP94], [BB99], [BBM97]. Les conditions cine´matiques ve´rifie´es par les vitesses fluide et structure
ainsi que les fonctions tests qui interviennent dans la formulation variationnelle du proble`me discre´tise´
en temps et en espace s’e´crivent donc (avec des notations e´videntes)
u˜n+1h = πh
(
dnH − dn−1H
δt
)
, sur Σ
un+1h · n = πh
(
dn+1H − dnH
δt
)
· n, sur Σ
et pour les fonctions tests
vh = πh(bH), sur Σ.
Alors on a le re´sultat de stabilite´ suivant
The´ore`me 6 On suppose que la restriction de l’ope´rateur d’interface πh a` l’espace des traces e´le´ments
finis associe´ a` la structure est L2-stable. Alors il existe une constante C > 0, inde´pendante des pa-
rame`tres physiques du proble`me, telle que
ρs ≥ C
(
ρf
h
Hα
+ 2
νδt
hHα
)
, avec α =
{
0, si Ωs = Σ,
1, si Ωs 6= Σ, (1.46)
et les estimations discre`tes d’e´nergie sont satisfaites
1
δt
[ρf
2
‖un+1h ‖2L2(Ωf ) −
ρf
2
‖unh‖2L2(Ωf )
]
+
1
δt
ρs
2
∥∥∥∥∥dn+1H − dnHδt
∥∥∥∥∥
2
L2(Ωf )
− ρs
2
∥∥∥∥∥dnH − dn−1Hδt
∥∥∥∥∥
2
L2(Ωs)

+
1
2δt
[
as(d
n+1
H ,d
n+1
H )− as(dnH ,dnH)
]
+ ν‖ε(u˜n+1h )‖2L2(Ωf ) ≤ 0. (1.47)
Par conse´quent le sche´ma est stable si (1.46) est ve´rifie´e.
D’autre part on a e´galement un re´sultat de convergence en vitesse
The´ore`me 7 En supposant que les espaces e´le´ments finis conside´re´s ont de bonnes proprie´te´s d’ap-
proximation, sous l’hypothe`se de stabilite´ (1.46) et si la solution exacte du proble`me couple´ est re´gulie`re,
alors les solutions discre`tes convergent vers la solution continue et ve´rifient les estimations d’erreur
ρf
2
‖un+1h − u(tn+1)‖2L2(Ωf ) +
ρs
2
∥∥∥∥∥dn+1H − d(tn+1)− dnH − d(tn)δt
∥∥∥∥∥
2
L2(Ωs)
+
1
4
as(d
n+1
H − d(tn+1),dn+1H − d(tn+1)) +
N∑
n=0
νδt‖ε(u˜n+1h − u(tn+1))‖2L2(Ωf )
≤ Cδt+ Ch2k + CH2m + Ch2l, (1.48)
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ou` k est le degre´ des polynoˆmes de Lagrange associe´s a` la discre´tisation e´le´ment finis du fluide et m
de´pend du choix de l’espace d’approximation de l’espace des de´placements structure : pour vs re´gulie`re
m est tel que
inf
vH∈V
s
H
‖vs − vH‖V s ≤ CHm;
tandis que l de´pend du choix de l’ope´rateur de raccord a` l’interface πh :
– l ≤ min (r − α2 , k + 1) pour l’ope´rateur d’interpolation ;
– 12 ≤ l ≤ k pour l’ope´rateur « mortier ».
Ces re´sultats appellent bien suˆr quelques commentaires. Tout d’abord en ce qui concerne la stabilite´.
Elle est obtenue sous une condition suffisante. Cette condition implique que si on conside`re un fluide
d-dimensionnel couple´ a` une structure d-dimensionnelle (α = 1) alors, lorsque les effets de masse
ajoute´e sont forts, la stabilite´ est obtenue en raffinant le pas de maillage fluide par rapport au pas de
maillage structure (d’ou` la ne´cessite´ de conside´rer des maillages incompatibles pour obtenir le re´sultat
the´orique). En revanche dans le cas ou` l’on conside`re un mode`le re´duit de type plaque ou coque
(α = 0) alors la condition ne fait pas intervenir le pas de maillage structure. Il est alors suffisant de
jouer sur le pas de temps pour obtenir la stabilite´. On verra a` la section suivante que ces restrictions
n’apparaissent pas et que le sche´ma est stable pour les jeux de parame`tres que l’on a conside´re´s et qui
permettent d’obtenir des simulations physiologiques.
Remarque 18 La condition suffisante provient de la ne´cessite´ de controˆler le re´sidu des efforts vis-
queux. Il est a` noter que l’on arrive ici a` le controˆler car on a choisi un sche´ma diffusif pour la
structure. La question est ouverte si on conside`re un sche´ma de type Newmark. Dans ce cas dans
[ACF08] il est de´montre´ que le sche´ma est stable mais dans le cas ou` les conditions cine´matiques a`
l’interface sont impose´es de manie`re faible a` l’aide de la me´thode de Nitsche. Cependant d’un point
de vue pratique l’utilisation d’un sche´ma de Newmark ne pose pas de proble`me de stabilite´.
En ce qui concerne le re´sultat de convergence en vitesse, on obtient que l’erreur en temps est
au moins d’ordre
√
δt. Il est connu que le sche´ma de Chorin-Temam non incre´mental a un ordre de
convergence infe´rieur a` δt pour la pression en norme L∞(0, T ;L2(Ωf )) et pour la vitesse en norme
L∞(0, T ;H1(Ωf )) (voir [BC07], [EG04], [GQ98a], [GQ98b], [Ran91] pour plus de de´tails). Ici on l’ob-
tient aussi sur la vitesse du fluide en norme L∞(0, T ;L2(Ωf )). Il est possible que cela soit duˆ a`
notre me´thode de de´monstration mais il est e´galement possible que, comme on conside`re un proble`me
couple´, l’erreur en pression se propage, par l’interme´diaire de la structure, a` tout le sche´ma. Les si-
mulations nume´riques tenteront de re´pondre a` cette question. Le re´sultat de convergence appelle a`
un deuxie`me commentaire concernant le raccord incompatible a` l’interface. L’estimation d’erreur est
optimale dans tous les cas quand on conside`re un raccord inte´grale type « mortier ». Ce re´sultat rejoint
celui de [LTM00]. En revanche, l’optimalite´ pour le cas ou` le raccord utilise l’ope´rateur d’interpola-
tion e´le´ments finis associe´ au fluide de´pend de la structure conside´re´e et du degre´ des polynoˆmes de
Lagrange associe´s au fluide, comme l’illustre le tableau suivant :
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structure d-dimensionnelle structure (d− 1)-dimensionnelle structure (d− 1)-dimensionnelle
πh ope´rateur du 2
nd ordre ope´rateur du 2nd ordre. ope´rateur du 4e ordre.
r = 1, α = 1 r = 1, α = 0 r = 2, α = 0
Interpolation non optimal k = 1 optimal k ≤ 2 optimal
Mortier optimal ∀k optimal ∀k optimal ∀k
Tab. 1.1 – Optimalite´ de l’erreur en espace en fonction de l’ope´rateur d’interpolation
Pour une discussion sur les raccords incompatibles en fluide-structure on pourra e´galement se
reporter a` [FLLT98].
Re´sultats nume´riques
Les re´sultats nume´riques illustrent les capacite´s et performances de ce sche´ma en terme de temps de
calcul et de stabilite´ en particulier en cas de forts effets de masse ajoute´e. Il est a` noter que le sche´ma
de Newmark est utilise´ pour la structure et que dans tous les cas tests conside´re´s les maillages fluide
et structure sont compatibles sans que l’on ait pu observer d’instabilite´s pour les jeux de parame`tres
conside´re´s. Dans tous les calculs pre´sente´s ici l’e´tape de projection est re´solue graˆce a` un proble`me de
Poisson en pression et non un proble`me mixte de type Darcy.
Tout d’abord nous avons compare´ sur un cas bidimensionnel ou` la structure e´lastique occupe une
partie de la frontie`re du domaine fluide et ve´rifie des e´quations de membrane le re´sidu de la puissance
a` l’interface pour un sche´ma explicite, implicite et semi-implicite.
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Fig. 1.1 – Figure de gauche : puissance re´siduelle a` l’interface en fonction du temps pour ρs = 30. Les
effets de masse ajoute´e sont trop faibles, les trois sche´mas sont stables. Figure de droite : puissance a`
l’interface en fonction du temps pour ρs = 20. Le sche´ma explicite est instable dans ce cas, tandis que
les deux autres restent stables.
Le deuxie`me cas test concerne un proble`me tridimensionnel ou` la structure est mode´lise´e par une
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e´quation de coque non line´aire. Il s’agit du benchmark propose´ dans [FGNQ01] (pour les parame`tres
utilise´s on renvoie a` [5]. Le fluide est discre´tise´ par des e´le´ments Q1/Q1 et la structure par des e´le´ments
de coque MITC4 [CB03]. L’e´tape implicite du sche´ma est re´solue a` l’aide de l’algorithme de Newton.
Fig. 1.2 – Propagation de l’onde de pression dans le cylindre, t = 0.0018, 0.0058 and 0.0098 s.
Les re´sultats sont en accord avec ceux de [FGNQ01], [GV03], [FM05].
Les gains en temps de calculs sont illustre´s par le tableau suivant. On constate que le fait de traiter
toutes les non line´arite´s du proble`me fluide lors d’une e´tape explicite diminue conside´rablement le couˆt
de re´solution du proble`me couple´.
COUPLAGE ALGORITHME
CPU
FLUIDE
CPU
STRUCTURE
CPU
TOTAL
CPU TOTAL
(sans dimension)
FP-Aitken 9449.43 2396.82 11846.25 24.86
Implicite quasi-Newton 2399.68 485.01 2884.69 6.05
Newton 2092.13 181.39 2273.52 4.77
Semi-Implicite Newton 284.20 192.26 476.46 1
Tab. 1.2 – Temps CPU (en secondes et sans dimension) : cylindre droit, 50 pas de temps, δt = 0.0002 s.
Concernant l’ordre de convergence de la me´thode nous avons, en collaboration avec M. Astorino,
exhibe´ une solution exacte d’un proble`me couple´ bidimensionnel fluide-e´lasticite´ line´arise´e et nous
avons e´tudie´ l’erreur de convergence en temps des sche´mas implicite, semi-implicite avec e´tape de
projection non incre´mentale et incre´mentale. Les tests ont e´te´ faits en utilisant Freefem++ [HPLHO].
On constate une re´duction de l’ordre de convergence (< δt) pour le sche´ma semi-implicite non
incre´mental pour la pression et la vitesse de la structure. Nous ne sommes pas arrive´s a` mettre en
e´vidence de re´duction sur la vitesse du fluide. De plus la version incre´mental du sche´ma semi-implicite
se comporte de la meˆme fac¸on que le sche´ma implicite.
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Fig. 1.3 – En rouge : sche´ma semi-implicite, en vert semi-implicite incre´mental, en bleu implicite
La compre´hension de ce sche´ma n’est bien suˆr pas encore comple`te : l’ordre de convergence en
temps est-il optimal ? Les conditions suffisantes sont-elles ne´cessaires ? Peut-on montrer que le sche´ma
est stable avec le sche´ma de Newmark ? Comment se comporte la version incre´mentale ? Quel est,
dans ce cas, le rapport gain en pre´cision/temps de calcul ? Comment adapter cet algorithme quand
il est base´ sur la re´solution des e´quations de Poisson en pression au cas des structures, type coques,
immerge´es ?
Les phe´nome`nes d’interaction fluide-structure demandent, de par leur complexite´ (non line´arite´s,
couplage), l’e´laboration de me´thodes nume´riques adapte´es et performantes. Ces me´thodes doivent
inte´grer au mieux les spe´cificite´s du fluide et de la structure qui ont des proprie´te´s physiques tre`s
diffe´rentes. De plus les applications plus re´centes, comme celles au monde de la sante´, peuvent, a`
cause de leurs particularite´s me´caniques, physiques demander de nouveaux de´veloppements.
1.3.3 Conclusion
D’un point de vue nume´rique, les phe´nome`nes d’interaction fluide-structure posent donc un grand
nombre de questions de part la nature diffe´rentes des phe´nome`mes et la pre´sence de nombreuses non
line´arite´s. De plus, les strate´gies qui allient couˆt de calcul et stabilite´ de´pendent tre`s fortement de
l’application conside´re´e : un sche´ma performant et stable dans le cadre de l’ae´roe´lasticite´ peut s’ave´rer
instable si l’on conside`re l’e´coulement du sang dans les arte`res.
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Chapitre 2
Mode´lisation de l’appareil respiratoire
humain
Les phe´nome`nes d’interaction fluide-structure sont des phe´nome`nes tre`s pre´sents dans les e´coulements
physiologiques. L’application a` la mode´lisation de l’appareil respiratoire est donc un prolongement na-
turel, mettant a` profit les compe´tences acquises, de l’e´tude des phe´nome`nes couple´s fluide-structure.
La respiration implique le transport de l’air dans les voies ae´riennes allant de la bouche aux alve´oles
pulmonaires, dont le nombre est d’environ 300 millions. Ces alve´oles, lieu de la diffusion de l’oxyge`ne et
du gaz carbonique, sont entoure´es d’un mate´riau viscoe´lastique, le parenchyme, constitue´ entre autre
de vaisseaux sanguins et de fibres de collage`ne. Le de´placement de l’air est duˆ au de´placement du
diaphragme et des coˆtes qui entraˆınent le parenchyme pulmonaire. L’air inhale´ peut contenir des im-
purete´s qu’il faut filtrer avant qu’elles n’atteignent les alve´oles. En revanche, les ae´rosols the´rapeutiques
doivent atteindre les zones que l’on souhaite traiter. Le poumon peut e´galement ne plus remplir sa fonc-
tion correctement : inhalations accidentelles de corps e´trangers, asthme, emphyse`me, fibrose, cancer
peuvent eˆtre a` l’origine de ces dysfonctionnements.
Le de´veloppement de mode`les mathe´matiques et nume´riques peut alors eˆtre un moyen d’aider
a` la compre´hension de ces phe´nome`nes, d’aider au diagnostic ou encore d’optimiser les protocoles
the´rapeutiques. La motivation de ces travaux est donc l’obtention d’une hie´rarchie de mode`les facile-
ment parame´trisables permettant de de´crire certains phe´nome`nes physiques, me´caniques et biologiques
lie´s a` la respiration humaine tels
– l’e´coulement de l’air dans les voies ae´riennes ;
– les proprie´te´s me´caniques du tissu pulmonaire ;
– les de´poˆts de particules dans les bronches ;
et d’aider a` la compre´hension de certaines pathologies ou a` l’ame´lioration de dispositifs me´dicaux tels
que les ae´rosols the´rapeutiques.
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2.1 E´coulement de l’air dans les voies ae´riennes – Ref : [20], [28], [29]
L’arbre bronchique peut eˆtre sche´matiquement divise´ en trois parties :
– les voies ae´riennes supe´rieures (jusqu’a` la septie`me ge´ne´ration), dans lesquelles on peut supposer
que l’air est newtonien visqueux incompressible et donc que les e´quations de Navier-Stokes sont
satisfaites. L’hypothe`se d’incompressibilite´ est valide car le nombre de Mach est tre`s infe´rieur a`
0, 3, meˆme en respiration force´e ;
– les bronches segmentaires et bronchioles (de la huitie`me ge´ne´ration a` la dix-septie`me ge´ne´ration)
dans lesquelles on peut supposer l’e´coulement laminaire ;
– les acinis et sacs alve´olaires (de la dix-septie`me ge´ne´ration a` la vingt-troisie`me ge´ne´ration)
entoure´s du parenchyme qui sont le lieu de la diffusion des gaz dans le sang.
Fig. 2.1 – De´composition de l’arbre en 3 parties.
Ainsi dans la partie supe´rieure de l’arbre l’e´coulement de l’air peut eˆtre de´crit par les e´quations de
Navier-Stokes tridimensionnelles, mais on peut difficilement envisager de mener une simulation directe
de ces e´quations (ou encore du syste`me couple´ air-particules) sur l’arbre complet : d’une part a` cause
des couˆts de calcul, d’autre part a` cause des limites de l’imagerie me´dicale classique qui ne permet
de segmenter l’arbre bronchique au dela` de la dixie`me ge´ne´ration. Il s’agit donc de de´terminer des
conditions aux limites permettant de prendre en compte la partie non simule´e ou encore d’obtenir
des mode`les re´duits que l’on couplera ensuite au reste de l’arbre. Une premie`re solution est de caler
des pressions en sortie de l’arbre (typiquement 27 sorties si on conside`re un arbre a` 7 ge´ne´rations).
Malheureusement de telles mesures expe´rimentales ne sont pas disponibles. Une deuxie`me solution est
de de´river des mode`les re´duits permettant de de´crire la partie distale de l’arbre de manie`re simplifie´e
et facilement parame´trable.
Une premie`re e´tape de mode´lisation, d’analyse mathe´matique et de de´veloppement nume´rique a
de´ja` e´te´ effectue´e dans [19], [20], [21], [28]. Cela constituait le sujet de la the`se d’A. Soualah (voir [SA07],
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[19], [20]) et se poursuit actuellement par le post-doc INRIA de D. Yakoubi, finance´ par l’ANR M3RS.
Ensuite, il s’agit d’exploiter ces mode`les, en collaboration avec des pneumologues, biome´caniciens. Cela
fait l’objet de deux collaborations : l’une avec le service de pneumologie de l’hoˆpital de la Salpe´trie`re
(T. Similowski, C. Straus) et B. Maury et S. Martin (universite´ d’Orsay), l’autre avec les chirurgiens
ORL de l’hoˆpital Paris sud et le laboratoire d’ae´roe´lasticite´ du CNAM (F. Chaumeton).
2.1.1 Mode´lisation
Soit Ω un ouvert de Rd avec d = 2, 3, repre´sentant les premie`res ge´ne´rations de l’arbre bronchique.
On suppose que, dans cette partie proximale, l’air est newtonien visqueux incompressible et satisfait
aux e´quations de Navier-Stokes. Dans les arbres distaux, on fait l’hypothe`se que la loi de Poiseuille
est ve´rifie´e dans chacune des branches. Ainsi l’e´coulement dans le ie sous-arbre est caracte´rise´ par une
re´sistance e´quivalente Ri. Cette re´sistance peut eˆtre calcule´e par analogie avec un re´seau e´lectrique :
l’intensite´ du courant correspond au de´bit dans les branches et la diffe´rence de potentiel au saut
de pression [BT06], [Olu99]. Deux branches successives sont en se´rie et les branches d’une meˆme
ge´ne´ration sont en paralle`le. La re´sistance e´quivalente de´pend donc de la viscosite´ du fluide et des
caracte´ristiques ge´ome´triques des branches. On suppose ensuite que l’arbre bronchique de´bouche dans
une boˆıte dont un des bords de surface S, mobile dans une seule direction, est relie´ a` un ressort de
raideur k. Ce bord mobile mode´lise le comportement du diaphragme, moteur de la respiration. Ainsi,
le mode`le couple´ peut eˆtre sche´matiquement de´crit par la figure suivante :
Γ0 Ω
Γl
Γi
Ri
Pa
k
m
Fig. 2.2 – Mode`le multie´chelles.
Dans le domaine Ω la vitesse u et la pression p du fluide ve´rifient les e´quations de Navier-Stokes
avec une condition de Dirichlet homoge`ne sur la paroi late´rale Γl et des conditions de Neumann sur
les sorties Γi. Les pressions pi aux sorties artificielles Γi, i 6= 0, sont inconnues et lie´es a` la pression
alve´olaire Pa par la loi de Poiseuille pi−Pa = Ri
∫
Γi
u ·n ou`
∫
Γi
u ·n est le de´bit du fluide a` la sortie
48 CHAPITRE 2. MODE´LISATION DE L’APPAREIL RESPIRATOIRE HUMAIN
Γi. Les conditions aux bords s’e´crivent donc
ν
∂u
∂n
− pn = −Pan−
(
Ri
∫
Γi
u · n
)
n, sur Γi. (2.1)
Ces conditions sont des conditions « dissipatives » qui correspondent a` un couplage 3D-0D. Elles
repre´sentent le mode`le re´eduit le plus simple appele´ lumped model. Elles sont utilise´es e´galement pour la
mode´lisation des e´coulements sanguins (voir par exemple [VCFJT06], [VV05], [QV03], [QRV01]). Dans
le cas des e´coulements sanguins des mode`les re´duits hyperboliques sont e´galement utilise´s [FGNQ01],
[FMN07], correspondant au phe´nome`ne de propagation d’une onde de pression. Cependant dans le
cas de la ventilation il ne semble pas que de tels phe´nome`nes de propagation d’ondes de pression
apparaissent et l’hypothe`se selon laquelle le fluide ve´rifie la loi Poiseuille dans la partie distale semble
justifie´e. La pression Pa ainsi que qu’une force exte´rieure fext, qui repre´sente la force de´veloppe´e par le
diaphragme, agissent sur le piston, dont la position est note´e x. Enfin on suppose que le tissu e´lastique
qui remplit la boˆıte est incompressible, ce qui se traduit par la relation
Sx˙ =
N∑
i=1
∫
Γi
u · n = −
∫
Γ0
u · n, (2.2)
ou` S repre´sente la surface de la boˆıte.
Remarque 19 Dans l’e´galite´ pre´ce´dente on a utilise´ l’incompressibilite´ du fluide et le fait que la
vitesse est nulle sur la paroi late´rale conside´re´e comme fixe. Si on avait tenu compte du mouvement
de la paroi alors la vitesse de celle-ci serait apparue dans (2.2).
Les e´quations globales du syste`me s’e´crivent donc :

ρf
∂u
∂t
+ ρ(u · ∇)u− ν∆u+∇p = 0, dans (0, T ) × Ω,
∇ · u = 0, dans (0, T ) × Ω,
u = 0, sur (0, T )× Γl,
ν∇u · n− pn = −P0n sur (0, T )× Γ0,
ν∇u · n− pn = −Pan−Ri
(∫
Γi
u · n
)
n, sur (0, T )× Γi,
i = 1, . . . , N,
mx¨+ kx = fext + SPa,
Sx˙ =
N∑
i=1
∫
Γi
u · n = −
∫
Γ0
u · n
(2.3)
Ce proble`me admet comme formulation variationnelle, en supposant que v est une fonction test a`
divergence nulle, la formulation suivante
∫
Ω
ρf∂tu · v +
∫
Ω
ρf (u · ∇)u · v + ν
∫
Ω
∇u : ∇v +
N∑
i=1
Ri
(∫
Γi
u · n
)(∫
Γi
v · n
)
+
m
S2
(∫
Γ0
∂tu · n
)(∫
Γ0
v · n
)
+
k
S2
(∫ t
0
∫
Γ0
u · n
)(∫
Γ0
v · n
)
= −P0
∫
Γ0
v · n− fext
S
∫
Γ0
v · n+ k
S
x0
(∫
Γ0
v · n
)
, ∀v.
(2.4)
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Tout a e´te´ e´crit en fonction de la vitesse du fluide en utilisant l’incompressibilite´ globale du syste`me
(2.2). Il est a` noter que la forme biline´aire
a(u,v) = ν
∫
Ω
∇u : ∇v +
N∑
i=1
Ri
(∫
Γi
u · n
)(∫
Γi
v · n
)
(2.5)
associe´e au syste`me n’est pas la forme biline´aire standard associe´e au proble`me de Stokes. Elle contient
des termes supple´mentaires associe´s a` la dissipation venant des sous-arbres et faisant intervenir le
produit des flux sur les sorties artificielles Γi, i 6= 0. Cette particularite´ ne´cessite l’e´laboration de
strate´gies nume´riques adapte´es.
En prenant u comme fonction test et en rappelant que Sx˙ = −
∫
Γ0u ·n, on obtient formellement
l’e´galite´ d’e´nergie suivante :
d
dt
(
ρf
2
∫
Ω
|u|2 + m
2
|x˙|2 + k
2
|x|2
)
︸ ︷︷ ︸
E´nergie totale
+ ν
∫
Ω
|∇u|2︸ ︷︷ ︸
Dissipation dans Ω
+
N∑
i=1
Ri
(∫
Γi
u · n
)2
︸ ︷︷ ︸
Dissipation dans les sous-arbres
= −
N∑
i=0
∫
Γi
ρf
2
|u|2(u · n)︸ ︷︷ ︸
Flux d’e´nergie cine´tique
+ P0Sx˙︸ ︷︷ ︸
Puissance a` l’entre´e
+ fextx˙︸ ︷︷ ︸
Puissance des forces exte´rieures
.
(2.6)
Le signe du terme cubique en u repre´sentant le flux d’e´nergie cine´tique aux frontie`res est inde´termine´.
Cela peut poser un proble`me aussi bien d’un point de vue mathe´matique pour l’obtention d’estimations
a priori que d’un point de vue nume´rique pour la stabilite´ des sche´mas [VC06].
2.1.2 Existence de solutions
Si l’on se pose la question de l’existence de solutions pour ce proble`me couple´ une des premie`res
difficulte´s est l’obtention d’estimations d’e´nergie et donc le controˆle des termes de flux d’e´nergie
cine´tique. On a∣∣∣∣∣
N∑
i=0
∫
Γi
ρf
2
|u|2(u · n)
∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫
Ω
ρf (u · ∇)uu
∣∣∣∣ ≤ C

‖u‖L2(Ω)‖∇u‖2L2(Ω) si d = 2,
‖u‖
1
2
L2(Ω)
‖∇u‖
5
2
L2(Ω)
si d = 3.
Par conse´quent une estimation d’e´nergie pour le syste`me couple´, avec une borne de u dans L∞(0, T ;L2(Ω))∩
L2(0, T ;H10,Γl(Ω)), peut eˆtre obtenue uniquement dans le cas d = 2, pour des donne´es petites et un
temps petit. Il est donc ne´cessaire soit de chercher d’autres estimations soit de modifier le proble`me
afin d’obtenir des estimations d’e´nergie. Une premie`re possibilite´ est de conside´rer la pression totale
p+
ρf
2
|u|2 a` la place de la pression p dans les contraintes fluides (voir [21]) ou d’ajouter un terme du
type
ρf
2
u(u ·n) aux contraintes normales fluides. On peut alors obtenir l’existence de solutions faibles
avec u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩L2(0, T ;H10,Γl(Ω)). Une deuxie`me possibilite´ (voir [20]) est de contraindre
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les vitesses du fluide a` eˆtre proportionnelles a` un profil donne´ :
u(t,x) = λi(t)U i(x) sur Γi,
ou` U i est donne´ et λi est une inconnue du proble`me.
Dans ce cas les conditions aux limites en contraintes s’e´crivent∫
Γi
(ν
∂u
∂n
− pn) ·U i = −Pa
∫
Γi
U i · n−Riλi
(∫
Γi
U i · n
)2
.
Sous ces conditions ∣∣∣∣∣
N∑
i=0
∫
Γi
ρf
2
|u|2(u · n)
∣∣∣∣∣ =
N∑
i=0
γiλ
3
i ,
avec γi constantes de´pendant des donne´es. Ainsi le terme de convection s’e´crit a` l’aide d’un nombre
fini de degre´s de liberte´. Or chacun des coefficients λi peut eˆtre controˆle´ par la norme L
2 de la vitesse
u. En effet, en supposant que U i · n 6= 0 et en tenant compte de l’incompressibilite´ du fluide
|λi| =
‖u‖
(H
1
2
00(Γi))
′
‖U i‖
(H
1
2
00
(Γi))′
≤ Ci‖u‖L2(Ω),
ou` H
1
2
00(Γi) est l’espace des traces de fonctions de H
1(Ω) nulles sur ∂Ω \ Γi. Cette estimation permet
donc de controˆler le terme convection par ‖u‖3L2(Ω) et entraˆıne donc l’obtention d’estimations a priori
au moins en temps petit. L’existence de solutions faibles peut alors eˆtre de´montre´e par la me´thode de
Galerkin. La compacite´ forte des vitesses, ne´cessaire pour passer a` la limite dans le syste`me approche´,
est obtenue de manie`re classique [GR86] graˆce a` des estimations supple´mentaires sur des de´rive´es
fractionnaires en temps de u et par application du lemme d’Aubin. L’existence pour tous temps est,
quant a` elle, obtenue pour des donne´es (forces et conditions initiales) suffisamment petites.
Remarque 20 Il est a` noter que nume´riquement un telle contrainte stabilise e´galement le syste`me
[KFH+09].
Maintenant, si l’on conside`re le cas ge´ne´ral non contraint, alors on de´montre dans [28] l’existence de
solutions plus re´gulie`res. La de´marche est la meˆme que dans [HRT96] ou [QV03]. Le premier re´sultat
concerne le syste`me de Navier-Stokes avec des conditions aux limites de type flux moyen prescrit ou
pression moyenne prescrite. Le deuxie`me article s’inte´resse a` des mode`les de´crivant l’e´coulement du
sang. En particulier il y est de´montre´ l’existence d’une solution en temps petit avec une condition
de petitesse sur certaines donne´es, analogues aux re´sistances de notre mode`le, hypothe`se dont on
s’affranchit ici.
Le cadre fonctionnel dans lequel on se place est le suivant :
V = {v ∈ H1(Ω)d, ∇ · v = 0,v = 0 sur Γl}.
H = V
L2
,
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Sur H on ne va pas mettre le produit scalaire usuel de L2(Ω) mais un produit scalaire prenant en
compte la partie inertielle venant du ressort. Soit (·, ·)H le produit scalaire H ×H de´fini par
(v,w)H = ρ
∫
Ω
v ·w + m
S2
(∫
Γ0
v · n
)(∫
Γ0
w · n
)
, (2.7)
Remarque 21 Le flux
∫
Γ0
v ·n d’une fonction v dans H n’est en fait pas de´fini. Cependant on peut
en donner une de´finition rigoureuse par dualite´ H−
1
2 −H 12 , de´finition correspondant au flux dans le
cas de fonctions re´gulie`res.
De plus, on introduit un ope´rateur A adapte´ au proble`me dont les modes propres constituerons la
base de Galerkin utilise´e pour de´finir le proble`me approche´.
D(A) = {v ∈ V, |a(v,w)| ≤ C‖v‖H , ∀w ∈ V },
(Av,w)H = a(v,w), ∀(v,w) ∈ D(A)× V.
(2.8)
Cet ope´rateur est un ope´rateur de type Stokes avec des conditions aux limites mixtes Dirichlet-
conditions dissipatives de´finies par (2.1). Il est autoadjoint, inversible de D(A) dans H et d’inverse
compact.
On dira alors que u est une solution de (2.3) si
u ∈ L2(0, T ;D(A)) ∩ L∞(0, T ;V ) ∩H1(0, T ;H),
d
dt
(u,v)H + a(u,v) + b(u,u,v) + a2
(∫ t
0
u,v
)
= l(v) ∀ v ∈ V, (2.9)
avec
b(u,v,w) = ρ
∫
Ω
(u · ∇)v ·w,
la forme triline´aire,
c(v,w) =
k
S2
(∫
Γ0
v · n
)(∫
Γ0
w · n
)
,
associe´e a` l’e´nergie me´canique du ressort et
l(v) = −P0
∫
Γ0
v · n− fext
S
∫
Γ0
v · n+ k
S2
Sx0
(∫
Γ0
v · n
)
.
La de´monstration de l’existence de solutions est base´e sur des estimations obtenues en prenant
successivement Au et ∂tu comme fonctions tests. Il est a` noter que Au est une fonction test admissible
et elle est, en particulier, a` divergence nulle graˆce au choix de A.
La premie`re estimation (en prenant v = Au), valable en temps petit, repose sur des proprie´te´s de
re´gularite´ de la solution de Aw = f avec f ∈ H. En effet, on estime le terme de convection de la
fac¸on suivante
|b(u,u,v)| ≤ ‖u‖L∞(Ω)‖∇u‖L2(Ω)‖Au‖L2(Ω).
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De plus, comme u ∈ H3/2+ε(Ω) ⊂ L∞(Ω) si Au ∈ H alors, par interpolation hilbertienne, il existe
θ ∈ (0, 1) tel que
‖u‖L∞(Ω) ≤ C‖∇u‖θL2(Ω)‖Au‖1−θL2(Ω).
Par conse´quent
|b(u,u,v)| ≤ C‖∇u‖1+θ
L2(Ω)
‖Au‖2−θ
L2(Ω)
,
ce qui permet d’obtenir des estimations en temps petit de u dans L2(0, T ;D(A)) ∩ L∞(0, T ;V ).
Remarque 22 L’e´tude des proprie´te´s de re´gularite´ des solutions de Aw = f se rame`ne a` l’e´tude de
la re´gularite´ des solutions d’un proble`me de Stokes avec conditions mixtes Dirichlet-Neumann. Dans
le cas ou` les Γi et la frontie`re late´rale Γl sont re´gulie`res et se rencontrent a` angle droit on montre que
w ∈ H3/2+ε(Ω) ([OS95], [MR07]). Dans [HRT96] ou [QV03] une re´gularite´ H2 de w e´tait suppose´e
qui ne semble pas eˆtre ve´rifie´e. Cependant cela ne remet nullement en cause les re´sultats de´montre´s
dans ces articles qui peuvent eˆtre obtenus graˆce a` la re´gularite´ H3/2+ε(Ω) et en adaptant la de´marche
suivie dans [28].
On montre par ailleurs l’unicite´ de la solution en raisonnant par l’absurde et en conside´rant la diffe´rence
de deux solutions comme fonction test. L’existence globale en temps est, quant a` elle, de´montre´e dans
le cas ou` les conditions initiales et les forces applique´es sont suffisamment petites et si k = 0. Cette
restriction vient du fait que, pour l’instant, nous n’avons aucune estimation de l’allongement du ressort.
2.1.3 Discre´tisation du syste`me
Comme nous l’avons fait remarquer pre´ce´demment, a` cause des conditions aux limites non standard
sur les frontie`res artificielles, la forme biline´aire (2.5) associe´e au proble`me fait intervenir le flux des
vitesses sur les Γi. Ainsi, si l’on cherche a` discre´tiser le proble`me continu a` l’aide de la me´thode des
e´le´ments finis, ces termes couplent tous les degre´s de liberte´ des interfaces Γi. On peut pour les traiter
envisager plusieurs strate´gies :
– effectuer un traitement explicite. Cette solution permet d’utiliser les fonctionnalite´s de n’im-
porte quel code re´solvant les e´quations de Navier-Stokes. Cependant dans notre cas particulier
cela implique que l’on ne re´sout pas les e´quations du ressort et pose des proble`mes de stabilite´
nume´rique importants. De fac¸on ge´ne´rale, traiter le terme de flux explicitement dans les condi-
tions aux limites (2.1) pose des proble`mes de stabilite´ des sche´mas quand les re´sistances sont
grandes. D’autre part, si l’on n’inte`gre pas les termes re´sistifs dans la forme biline´aire du syste`me
l’existence de solutions peut eˆtre obtenue mais sous une condition de petitesse des Ri, illustrant
la possibilite´ d’instabilite´s nume´riques dans le cas de traitement explicite.
– effectuer un traitement implicite (voir [28]). Cela implique de modifier la matrice de rigidite´ du
proble`me (ou uniquement le produit matrice-vecteur si la re´solution du syste`me line´aire est base´e
sur un algorithme ite´ratif type GMRES). Cette matrice n’a alors pas une structure e´le´ments finis
usuelle et prend en compte la dissipation venant des sous-arbres. Se pose alors la question du
conditionnement et de la construction de pre´conditionneurs adapte´s.
– e´laborer de nouvelles me´thodes nume´riques qui permettent de re´soudre le proble`me en ne
re´solvant que des proble`mes standards. C’est ce type de me´thode qui a e´te´ de´veloppe´ dans
[29] en collaboration avec A. Devys, B. Grec, B. Maury et D. Yakoubi.
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Dans [28], c’est la deuxie`me strate´gie qui a e´te´ utilise´e. Nous avons modifie´ la de´finition du produit
matrice-vecteur e´le´ments finis pour faire intervenir l’analogue discret du terme
N∑
i=0
(∫
Γi
u · n
)(∫
Γi
v · n
)
.
La re´solution des e´quations de Navier-Stokes s’effectue par la re´solution d’un proble`me mixte stabilise´
en vitesse-pression, les termes de convection e´tant traite´s de manie`re semi-implicite. Le pre´conditionneur
utilise´ est celui associe´ a` la matrice non modifie´e et cela peut poser des proble`mes quand le nombre
de sorties est grand ou quand les valeurs des re´sistances modifient beaucoup le conditionnement de la
matrice.
Dans [29], le but e´tait de pouvoir utiliser n’importe quel solveur e´le´ments finis sans avoir a` rede´finir
de produit matrice-vecteur. Nous allons expliciter l’algorithme sur un proble`me mode`le de Stokes avec
conditions aux limites dissipatives (2.1). En effet, hormis le terme convectif, apre`s discre´tisation en
temps notre syste`me de Navier-Stokes couple´ au ressort se rame`ne a` un syste`me du type :

ρf
un
δt
− ν∆un +∇pn = ρu
n−1
δt
, in Ω,
∇ · un = 0, dansΩ,
un = 0, onΓl,
ν∇un · n− pnn = −P0n
ν∇un · n− pnn = Pin−Ri
(∫
Γi
un · n
)
n, sur Γi i = 1, . . . , N.
(2.10)
Pour calculer un nous allons utiliser un principe de superposition :
un = u˜n +
N∑
i=0
αni ui
et pn = p˜n +
N∑
i=0
αni pi,
(2.11)
ou` (ui)
N
i=0 et (pi)
N
i=0 ne de´pendent pas du temps et u˜
n+1 and p˜n+1 sont des corrections calcule´es a`
chaque ite´ration :
• pour tout i = 0, . . . N , (ui, pi) est calcule´e a` l’e´tape de pre´calculs
ρf
ui
δt
− ν∆ui +∇pi = 0, dans Ω,
∇ · ui = 0, dansΩ,
ui = 0, sur Γl,
ν∇ui · n− pin = 0, sur Γj, for j 6= i,
ν∇ui · n− pin = −n, sur Γi i = 0, . . . , N.
(2.12)
• Ensuite a` chaque ite´ration le calcul de u˜n et p˜n prend en compte l’avancement en temps :
ρf
u˜n
δt
− ν∆u˜n +∇p˜n = ρu
n−1
δt
, dansΩ,
∇ · u˜n = 0, dans Ω,
u˜n = 0, surΓl,
ν∇u˜n · n− p˜nn = 0, sur Γi i = 0, . . . , N.
(2.13)
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• Enfin les coefficients αni sont choisis de fac¸on a` satisfaire aux conditions aux limites (2.1) sur
les sorties Γi. Les α
n
i sont ainsi solutions d’un syste`me line´aire N × N faisant intervenir les
re´sistances Ri et les flux des diffe´rentes vitesses pre´-calcule´es. Cette matrice ne de´pend que des
pre´calculs et peut donc eˆtre assemble´e une seule fois. En revanche, le second membre de ce
syste`me prend en compte les pressions exte´rieures applique´es et l’avancement en temps de la
solution.
Remarque 23 Un tel algorithme ne ne´cessite donc pas de modifier le code en profondeur et nous
l’avons teste´ sur Freefem++ (voir [HPLHO]). Cependant pour l’adapter aux e´quations de Navier-
Stokes il est ne´cessaire de traiter le terme convectif soit explicitement, soit a` l’aide de la me´thode des
caracte´ristiques et ce afin de pre´server le principe de superposition. C’est cette deuxie`me solution que
nous avons retenue.
Nous sommes actuellement en train de tester, pour ce sche´ma, diffe´rents algorithmes de discre´tisation
des e´quations de Stokes (base´ sur une formulation mixte stabilise´e, sur des sche´mas de projection type
Chorin-Temam dans leur version non incre´mentale et incre´mentale...) afin diminuer les temps de cal-
cul. D’autre part une e´tude comparative entre la premie`re approche utilise´e dans [28] et cette approche
est ne´cessaire. En particulier pour comprendre si cet algorithme est plus performant que le premier
quand la matrice associe´e a` la forme biline´aire (2.5) est mal conditionne´e.
2.1.4 Simulations
Nous allons maintenant pre´senter quelques simulations nume´riques de´montrant que le mode`le
permet d’obtenir des e´coulements instationnaires tridimensionnels en ge´ome´trie re´elle dont le seul
moteur est la force exte´rieure exerce´e sur le ressort que l’on choisit en cre´neau en temps (qui mode´lise
la force musculaire applique´e par le diaphragme). La ge´ome´trie utilise´e est la meˆme que celle employe´e
dans [dRMiF+06], [FMP+05]. De plus, les simulations illustrent la capacite´ de ce mode`le, en jouant sur
les parame`tres, a` reproduire certains effets de pathologies comme une crise d’asthme (augmentation
des re´sistances Ri des sous-arbres distaux) ou un emphyse`me (diminution de la raideur k). Pour les
valeurs des coefficients utilise´s et physiologiquement pertinents on renvoi a` [28]. On a en particulier
estime´ les valeurs des re´sistances a` l’aide des donne´es anatomiques de [Wei63].
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Fig. 2.3 – Champs de pression au pic d’expiration dans un cas normal (a` gauche) et obstrue´ (a` droite).
Seules les sorties pour lesquelles la re´sistance Ri a e´te´ augmente´e sont entoure´es.
On constate une diffe´rence quantitative de la pression moyenne dans la trache´e, et ce uniquement
en ayant augmente´ quatre re´sistances sur 68.
Nous avons d’autre part regarde´ les isovaleurs du module de la vitesse dans deux plans de coupe
apre`s la premie`re bifurcation :
Fig. 2.4 – Ge´ome´trie reconstruite. Plans de coupe apre`s la premie`re bifurcation.
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Fig. 2.5 – Isovaleurs de la vitesse dans le plan de coupe droite, au maximum de l’inspiration (t = 0.4s,
a` gauche), a` la transition (t = 1.6s, au milieu), au maximum de l’expiration (t = 1.9s, a` droite)
Fig. 2.6 – Isovaleurs de la vitesse dans le plan de coupe gauche, au maximum de l’inspiration (t = 0.4s,
a` gauche), a` la transition (t = 1.6s, au milieu), au maximum de l’expiration (t = 1.9s, a` droite)
On constate la pre´sence de la forme en M caracte´ristique de la transition (voir par exemple
[dRVF+07] ou` des expe´riences sur mode`le plastine´ et des simulations nume´riques ont e´te´ re´alise´es
sur la meˆme ge´ome´trie).
Remarque 24 On peut souligner que la plupart des e´tudes sur l’e´coulement de l’air dans l’arbre bron-
chique conside`rent que l’e´coulement est laminaire [CFD+06], [DBVD+08], [FMP+05]. Bien que nos si-
mulations ne permettent pas capturer les e´ventuels effets turbulents de l’e´coulement (ce qui ne´cessiterait
un maillage beaucoup plus fin et un solveur paralle`le) le mode`le propose´ pourrait quand meˆme eˆtre uti-
lise´ dans le cadre de simulations directes (type DNS). La question de savoir si l’e´coulement est turbulent
est aborde´e dans [LTMH07] ou` un e´coulement stationnaire est conside´re´ avec des conditions aux li-
mites type sortie libre. La pre´sence de turbulence de´pend alors fortement de la ge´ome´trie. Cependant
dans un cadre oscillatoire il n’est pas clair que les instabilite´s aient le temps de se de´velopper.
Remarque 25 Il est clair que le mode`le doit eˆtre exploite´ d’un point de vue physiologique et me´canique.
De plus, certaines hypothe`ses faites comme la rigidite´ des paroies peuvent avoir une influence non
ne´gligeables sur l’e´coulement. On renvoie a` [WR08] pour une e´tude de l’influence du mouvement des
paroies et de la prise en compte de l’interaction fluide-structure.
D’autre part, nous avons reproduit des expe´riences d’expiration force´e (avec un mode`le de res-
sort non line´aire, voir [SS08], [28], [29]). Le but est d’obtenir des portraits de phase volume-de´bit a`
la bouche. Ce sont ces courbes que les pneumologues ont l’habitude de lire et qui leur permettent
d’effectuer un premier diagnostic :
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Fig. 2.7 – Courbes de´placement (enm)–de´bit(en m3 · s−1) pour diffe´rentes valeurs de k. k = 40.172+
10s−3, s = 0 . . . 6. La zone des de´bits positifs correspond a` la phase d’expiration et en inspiration les
de´bits sont compte´s ne´gativement. Le de´but de l’expiration se fait au point de volume minimal. Dans
une premie`re phase le patient respire normalement puis inspire profonde´ment, expire et inspire une
nouvelle fois.
2.1.5 Conclusions
Ces courbes illustrent la capacite´ du mode`le a` reproduire des expe´riences de spirome´trie. Une des
questions est : quelle est l’ade´quation re´alite´/simulations en ce qui concerne l’e´coulement tridimen-
sionnel ? Une exploitation des re´sultats d’un point de vue physiologique est en cours ainsi que la prise
en compte de mode`les de piston plus e´labore´s (effets non line´aires). Nous souhaitons e´galement, en
collaboration avec M. Boulakia, caler les parame`tres du mode`le a` l’aide de mesures de volume-de´bit a`
la bouche et e´tudier la stabilite´ de ces parame`tres par rapport aux mesures. Enfin, dans les mode`les
pre´ce´dents, dont le but est la simulation de l’e´coulement de l’air, le parenchyme pulmonaire est de´crit
de fac¸on tre`s simple. Un des avantages est le faible nombre de parame`tres a` caler mais il se peut que
la re´alite´ soit ainsi mal appre´hende´e. Il sera alors ne´cessaire de passer a` des mode`les plus fins, qu’il
s’agira ensuite de coupler au reste de l’arbre bronchique.
2.2 Comportement me´canique du tissu pulmonaire – Ref : [3], [6]
Dans le mode`le pre´ce´dent le mouvement des tissus e´lastiques est simplifie´ a` l’extreˆme. Je me suis
donc e´galement inte´resse´e en collaboration avec B. Maury et N. Meunier d’une part, et L. Baffico, Y.
Maday et A. Osses d’autre part, a` la mode´lisation me´canique des tissus pulmonaires. Ce tissu, perce´
d’alve´oles pulmonaires remplies d’air, est constitue´ de fibres de collage`ne, de vaisseaux sanguins et se
de´forme sous l’action des forces de´veloppe´es par le diaphragme et la cage thoracique. Le but de ces
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travaux est de de´terminer des lois de comportement homoge´ne´ise´es.
Dans [6], nous obtenons un mode`le continu unidimensionnel ou` l’on conside`re que les alve´oles
pulmonaires sont relie´es par un arbre (l’arbre bronchique). Dans un premier temps nous nous sommes
demande´s si l’arbre bronchique, en tant que re´seau de re´sistances, pouvait « tendre » vers l’infini.
Nous avons donne´ un sens a` cette notion d’arbre infini, qui nous conduit a` un ope´rateur a` noyau
qui a` un champ de pression en sortie de l’arbre (zone correspondant aux alve´oles ide´alise´es) associe
le champ de vitesse correspondant. Il est a` noter que dans le cas du poumon humain, nous avons
« convergence » de l’arbre, ce qui montre une certaine « stabilite´ » du poumon vis a` vis des variations
du nombre de ge´ne´rations. Pour une ge´ne´ralisation de ce travail a` la dimension 3 nous renvoyons a`
[MSV]. D’autre part dans [AST06b], [AST06a], [AST07], [AT08] les auteurs e´tudient diffe´rentes EDPs
sur des ge´ome´tries fractales, donnent un sens aux traces sur de tels domaines et de´rivent des conditions
aux limites transparentes de fac¸on a` ne calculer la solution que sur un sous-domaine.
Ensuite dans [6], le mode`le unidimensionnel du tissu pulmonaire est obtenu comme limite d’un
syste`me masse-ressort dissipatif. Les masses (le parenchyme) sont se´pare´es par des poches d’air (les
alve´oles) relie´es les unes aux autres par un arbre dyadique. L’originalite´ est que le terme de dissipation,
lie´ a` l’e´coulement de l’air dans l’arbre, est non local et s’e´crit, a` la limite, a` l’aide d’un ope´rateur a`
noyau. Nous avons par ailleurs e´tudie´ en collaboration avec C. Vannier (doctorante a` Orsay sous la
direction de B. Maury) le comportement en temps long des solutions de cette e´quation des ondes
amorties.
L’article [3] est, quant a` lui, consacre´ a` l’obtention rigoureuse (de´veloppement asymptotique formel,
passage a` la limite deux e´chelles) d’un mode`le homoge´ne´ise´ de´crivant le comportement moyen d’un
mate´riau de type « mousse ». Il s’agit d’un mate´riau e´lastique contenant des inclusions de gaz parfait
re´parties pe´riodiquement. Ici les alve´oles sont isole´es les unes des autres. Il est a` noter que le mode`le
obtenu est diffe´rent des ceux de´crivant les milieux poreux qui sont parfois utilise´s pour mode´liser le
parenchyme pulmonaire [OL01]. De plus, nous avons montre´ nume´riquement que la pre´sence du gaz
influenc¸ait le comportement du mate´riau limite, en particulier dans le cas des tissus vivants.
Je vais maintenant de´crire un peu plus en de´tail chacun de ces re´sultats.
2.2.1 Mode´lisation unidimensionnelle du tissu pulmonaire – Ref : [6]
Soit Ω =]0, L[ compose´ d’une succession de masses et de poches d’air relie´es les unes aux autres par
un arbre dyadique. Soit N le nombre de ge´ne´rations de l’arbre. On suppose que dans chaque branche
de l’arbre le fluide ve´rifie la loi de Poiseuille qui est caracte´rise´ par une re´sistance rn a` la ge´ne´ration
n. Ainsi le vecteur des 2N pressions aux sorties est lie´ aux 2N de´bits par la relation :
p = ANq, AN =
(
ANij
)
0≤i,j≤2N
, ANij = RN−νij , (2.14)
ou` Rn est la re´sistance cumule´e r0 + r1 + · · · + rn et νij mesure la distance de deux sorties a` travers
l’arbre. Comme il y a 2N sorties a` l’arbre on de´finit 2N cellules
Ω = ∪2N−1i=0 CNi , avec CNi =]ihN ; (i + 1)hN [, et hN =
L
2N
. (2.15)
De plus, on pose xNi = ihN , pour tout i ∈ {0, ..., 2N }, et on note SNi (resp. TNi ) les parties solides
(resp. fluides) :
SNi =]x
N
i −
1
2
hNαs, x
N
i +
1
2
hNαs[, i ∈ {1, ..., 2N − 1},
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SN0 =]x
N
0 , x
N
0 +
1
2
hNαs[, S
N
2N =]x
N
2N −
1
2
hNαs, x
N
2N [,
TNi =]x
N
i +
1
2
hNαs, x
N
i+1 −
1
2
hNαs[, i ∈ {0, ..., 2N − 1}
ou` αs et αf de´signent les proportions de solide et de fluide. Chaque masse est connecte´e a` ses voisines
par un ressort de raideur kN . De plus on de´signe par ρ la densite´ totale suppose´e constante sur ]0, L[.
Ainsi la masse mN de chaque solide S
N
i est e´gale a` ρ
αsL
2N
= ραshN .
xo xN
2N+1
xNi x
N
i+1x
N
i−1
L
kN , raideur du ressortkN , raideur du ressort
Fig. 2.8 – Syste`me masse-ressort
Si on de´signe par uNi le de´placement de x
N
i et f
N
i la force applique´e, alors la relation fondamentale
de la dynamique s’e´crit :
mN u¨
N
i (t)− kN (uNi+1(t)− 2uNi (t) + uNi−1(t))
+
2N∑
j=1
ANi−1,j−1(u˙
N
j (t)− u˙Nj−1(t))−
2N∑
j=1
ANi,j−1(u˙
N
j (t)− u˙Nj−1(t)) = mNfNi (t). (2.16)
Les deux premiers termes repre´sentent l’acce´le´ration et la force de rappel des ressorts, les deux
suivants sont lie´s a` la pression exerce´e par le fluide sur les masses, chaque pression de´pendant de toutes
les autres par l’interme´diaire de l’arbre. Ces termes sont exprime´s a` l’aide des variations de volume
entre deux masses qui sont e´gales aux de´bits en sortie d’arbre.
Limite quand le nombre de ge´ne´rations tend vers l’infini
En supposant que le nombre de ge´ne´rations N tend vers l’infini, que kN =
k
2N
et que la re´sistance
globale de l’arbre
N∑
i=0
rn
2n
converge, alors la fonction uN , affine par morceaux sur les cellules et valant
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uNi aux nœuds x
n
i , converge vers u ∈ H10 (0, L) solution faible de
αsρ∂tu− k∂xxu− ∂x
∫ L
0
∫ L
0
K(x, y)∂y∂tu(y)dy = ραsf.
Le noyau K est constant par morceaux et est de´fini par
R0
R0
R1
R1
R1
R1
R2
R2
R2
R2
R2
R2
R2
R2
R3
R3 r0
r1
r1
r2
r2
r2
r2
+
+
+
+
=
. . .
Fig. 2.9 – Noyau K(x, y).
Par conse´quent nous obtenons une e´quation des ondes avec un terme dissipatif non local qui prend
en compte la dissipation du fluide circulant dans l’arbre. L’ope´rateur associe´ au noyau K a e´te´ e´tudie´
dans [6]. En particulier, c’est un ope´rateur compact dans L2(0, L) et la base de Haar est une base de
vecteurs propres associe´s aux valeurs propres qui sont les restes de la se´rie de terme ge´ne´ral
rn
2n
. De plus,
dans le cas d’un arbre ge´ome´trique (i.e. rn = r0α
n) on peut caracte´riser l’image de l’ope´rateur : c’est
un espace de´fini a` partir des fonctions de Haar, qui s’identifie, pour certaines valeurs de α, a` l’espace
de Sobolev Hs avec s ∈ (−1/2, 1/2). Il est e´galement possible d’estimer le noyau K, sa re´gularite´ Lp...
Remarque 26 L’ope´rateur a` noyau discret converge quand α < 2. Dans le cas du poumon humain
on peut supposer que l’arbre bronchique est ge´ome´trique et que la valeur de α est proche de 1, 63.
Le cas α = 2 correspond au minimiseur de la re´sistance e´quivalente globale d’un arbre fini sous une
contrainte de volume [MFWS04]. Il se trouve que, dans ce cas, nous n’avons pas convergence vers la
solution de l’e´quation des ondes dissipative mais uN converge vers la condition initiale : tout reste
bloque´ (a` la limite l’air ne peut plus passer a` travers l’arbre).
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Comportement en temps long
En collaboration avec C. Vannier nous avons e´tudie´ le comportement en temps long des solutions
dans le cas d’un arbre ge´ome´trique. Cette question fait l’objet de deux chapitres de sa the`se.
Nous montrons dans un premier temps, graˆce au principe d’invariance de La Salle, que l’e´nergie
du syste`me ραs‖u‖2L2(0,L)+k‖∂xu‖2L2(0,L) tend vers ze´ro quand t tend vers l’infini. De plus en utilisant
un re´sultat duˆ a` Haraux [HJ99] on montre, graˆce a` la coercivite´ L2 de l’ope´rateur associe´ a` la partie
dissipative dans le cas 1 < α < 2, que l’e´nergie converge exponentiellement vers ze´ro. Si α ≤ 1 on
ne sait pas conclure. Une des difficulte´s vient du fait que les fonctions propres de l’ope´rateur a` noyau
sont les fonctions de Haar et donc on est en pre´sence de deux e´chelles diffe´rentes : la base de Fourier
(lie´e au laplacien et aux espaces de Sobolev) et la base de Haar (lie´e a` la dissipation visqueuse).
Cette particularite´ ne nous permet pas non plus, pour l’instant, dans le cas α > 1, d’estimer toutes les
constantes en fonction de α et donc nous empeˆche de caracte´riser le taux de de´croissance exponentielle
en fonction de ce parame`tre, ni de mettre en e´vidence d’e´ventuels phe´nome`nes de sur-amortissement.
2.2.2 Mode`le homoge´ne´ise´ de mousse – Ref : [3]
Nous conside´rons ici un mate´riau line´aire e´lastique dans lequel des inclusions de gaz parfait sont
re´parties pe´riodiquement. Ici, contrairement a` l’e´tude pre´ce´dente, les inclusions de gaz sont isole´es.
C’est l’hypothe`se qui est faite dans [Gri03], [GN02] ou` sont e´tudie´s les phe´nome`nes de propaga-
tion d’ondes de pression dans un milieu unidimensionnel stratifie´ de´crivant le tissu pulmonaire. Ces
phe´nome`nes se produisent a` des e´chelles de temps telles que l’on peut supposer que l’air ne s’e´chappe
pas des alve´oles.
Le but de ce travail est d’obtenir une loi de comportement homoge´ne´ise´e lorsque le nombre d’in-
clusions tend vers l’infini. La configuration avant passage a` la limite est
1
F
YS
n
ε
Y
Fig. 2.10 – Le domaine Ωε et la cellule fluide-structure Y de re´fe´rence.
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On introduit les notations suivantes
Y ε,k = ε(Y + k) , Y ε,kF = ε(YF + k) , Y
ε,k
S = ε(YS + k) , Γ
ε,k = ∂Y ε,kF , (2.17)
qui sont des translations et des images homothe´tiques de Y , YS , YF et de l’interface fluide-structure.
On introduit e´galement l’espace d’indices
ZNε = {k ∈ ZN : Y ε,k ⊂ Ω}, (2.18)
et le domaine perfore´ :
Ωε = Ω \
⋃
k∈ZNε
Y ε,kF , Γ
ε =
⋃
k∈ZNε
Γε,k. (2.19)
Les cellules Y ε,kS sont constitue´es de mate´riau e´lastique et les Y
ε,k
F sont remplies de gaz parfait
ve´rifiant la loi pεvε = nεRT ou` pε est la pression, vε le volume, T la tempe´rature suppose´e constante,
nε le nombre de moles et R = KNa, avec K la constante de Boltzmann et Na le nombre d’Avogadro.
On suppose de plus que nε est proportionnelle au volume de l’inclusion non de´forme´e c’est-a`-dire ε
d. La
pression pε qui re`gne dans une inclusion Y
ε
k,f de Ωε est donc inversement proportionnelle au volume de
cette inclusion. Le volume de cette bulle de gaz peut eˆtre exprime´ en fonction du de´placement e´lastique
dε et est e´gal a`
∫
Y ε
k,f
det ∇(I + dε). Il y a donc une de´pendance non line´aire entre la pression dans
les « alve´oles » et le de´placement du milieu e´lastique. Nous avons, dans un premier temps, line´arise´
ce terme. Ainsi les e´quations du proble`me couple´ fluide-structure, apre`s line´arisation de la loi des gaz
parfaits, s’e´crivent
− div σs(dε) = fS , dans Ωε,
σs(d
ε) · nε + A
εd
(∫
Γε,k
dε · nε dγ
)
nε = 0, sur Γ
ε,k, ∀k ∈ ZNε ,
σs(d
ε) · n = 0, sur ΓN ,
dε = 0, sur ΓD,
(2.20)
ou` A est une constante et σs de´signe le tenseur de l’e´lasticite´ line´arise´e. On remarque que pour A = 0
on est ramene´ au cas d’un mate´riau perfore´ avec des conditions de Neumann au bord du trou. On
voit ici apparaˆıtre le flux du de´placement a` l’interface qui mesure les variations de volume au premier
ordre de la cavite´ fluide. On retrouve ainsi le meˆme type de conditions aux limites non locales qu’a`
la section pre´ce´dente. Le meˆme type de termes apparaissent dans [AC96] ou` l’homoge´ne´isation et les
vibrations de tubes rigides dans un fluide potentiel sont e´tudie´es.
La question est maintenant quel mode`le obtient-on quand ε tend vers ze´ro ? On va supposer que
dε(x) = d0(x,x/ε) + εd1(x,x/ε) + ε2d2(x,x/ε) + . . . , (2.21)
ou` dk est pe´riodique de pe´riode 1 par rapport a` sa deuxie`me variable note´e y (la variable rapide).
Le but est donc de de´terminer le proble`me ve´rifie´ par d0. Dans un premier temps nous avons proce´de´
de manie`re formelle par un de´veloppement asymptotique qui consiste a` identifier les puissances de ε.
Ce passage formel est ensuite justifie´ rigoureusement par passage a` la limite deux e´chelles [Ngu89],
[All92].
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Remarque 27 La convergence double e´chelles peut eˆtre de´crite, tre`s sche´matiquement, comme une
convergence faible avec des fonctions tests « double e´chelles ». C’est-a`-dire des fonctions φ(x,x/ε)
pe´riodiques, de pe´riode 1, par rapport a` la deuxie`me variable.
Un des points de´licats est d’e´crire le terme de flux du de´placement a` l’interface
A
εd
∫
Γε,k
dε · nεdγ = −A
εd
∫
Y ε,k
F
div (dε)dx
en puissance de ε (ou de de´terminer sa limite deux e´chelles). En effet, ce terme couple l’e´chelle lente et
l’e´chelle rapide. Il s’agit donc de trouver le de´veloppement asymptotique (ou la limite deux e´chelles)
de la projection L2, sur les fonctions constantes par cellule, de div(dε)χεF , ou` χ
ε
F de´signe la fonction
indicatrice du domaine fluide.
Le syste`me limite obtenu pour d0, qui ne de´pend que de la variable lente x, est alors :
−divx
(
σ0sx(d
0) +
1
|YS |
∫
YS
σ1sy(d
1)dy
)
= fS. (2.22)
avec σ0s and σ
1
s de´finis par
σ0s(·) = 2µε(·) + λ0div (·)I, avec λ0 = λ+A
|YF |2
|YS | , (2.23)
et
σ1s(·) = 2µε(·) + λ1div (·)I, avec λ1 = λ−A|YF |. (2.24)
Ici les indices x (variable lente) ou y (variable rapide) pre´cisent par rapport a` quelle variable se font
les de´rivations. De plus, d1 satisfait au proble`me de cellule :
−divy(σsy(d1)) = 0, dans YS,
σsy(d
1) · n+A
(∫
Γ
d1 · n
)
n = −σsx(d0) · n+A(|YF |divxd0)n, sur Γ,
d1 Y -pe´riodique.
Le proble`me de cellule obtenu fait toujours intervenir la condition aux limites non standard ou` le
flux du de´placement a` l’interface apparaˆıt. D’autre part si A = 0 on retrouve le mode`le homoge´ne´ise´
pour un mate´riau line´aire e´lastique perfore´. La pre´sence de gaz dans les inclusions modifie ici en
particulier le comportement a` la compression du mate´riau (i.e. λ).
Nous avons e´galement e´tudie´ le cas d’un mate´riau incompressible qui correspond a` prendre la limite
quand λ tend vers l’infini. Dans le cas des tissus pulmonaires, cette hypothe`se d’incompressibilite´ est,
en premie`re approximation, justifie´e puisqu’ils sont majoritairement constitue´s de fibres de collage`ne
et de vaisseaux sanguins. Le syste`me a` ε fixe´ s’e´crit
−div(σ(dε, qε)) = fS , in Ωε,
divdε = 0, dans Ωε,
σ(dε, qε) · nε + A
εd
(∫
Y ε,k
dε · nε dγ
)
nε = 0, sur Γε,k, ∀k ∈ ZNε ,
σ(dε, qε) · n = 0, sur ΓN ,
dε = 0, sur ΓD,
(2.25)
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ou` qε est la pression associe´e a` la structure.
Le syste`me homoge´ne´ise´ ve´rifie´ par d0 qui ne de´pend que de la variable lente x est
−divx(2µεx(d0)) = 1|YS|
∫
YS
fS + divx
(
1
|YS |
∫
YS
σsy(d
1, q0)
)
+A
|Y ||YF |
|YS | ∇xdivxd
0, (2.26)
et d1 satisfait au proble`me de cellule suivant
−divyσsy(d1, q0) = 0, dans YS ,
divyd
1 = −divxd0, dans YS ,
σsy(d
1, q0) · n = −σsx(d0, 0) · n+A(|Y |divxd0)n, sur Γ,
q0,d1 Y -pe´riodiques.
Remarque 28 Il est a` noter que les limites quand ε tend vers ze´ro et quand λ tend vers l’infini sont
commutatives.
Remarque 29 Lorsque A = 0 nous retrouvons le mode`le homoge´ne´ise´ pe´riodique pour les e´quations
de Stokes en domaine perfore´ obtenu dans [Con85].
Le mode`le limite que l’on obtient est compressible. Le proble`me de cellule ne fait plus intervenir le
terme de flux du de´placement a` l’interface et les conditions aux limites sur Γ sont des conditions de
Neumann. Cela vient du fait que le mate´riau initial est incompressible et donc les variations de pression
se transmettent instantane´ment a` tout le milieu. Comme pre´ce´demment la pre´sence du gaz modifie,
entre autre, la re´action a` la compression du milieu. Pour l’illustrer nous avons effectue´ des simulations
nume´riques bidimensionnelles sur le deuxie`me mode`le. Nous avons en particulier compare´ les valeurs
du tenseur des contraintes limite pour diffe´rentes valeurs de A et diffe´rentes valeurs de la constante de
Lame´ µ. Nous avons ainsi montre´ que la prise en compte de fluide, a` la pression atmosphe´rique, dans
les alve´oles influenc¸ait le comportement du mate´riau limite dans le cas de parame`tres correspondant a`
des mate´riaux vivants. Par contre pour des mate´riaux « classiques » les diffe´rences entre le cas A = 0
et A non nul sont assez peu perceptibles.
2.2.3 Conclusions
Nous avons donc obtenu deux mode`les homoge´ne´ise´s, l’un unidimensionnel prenant en compte
les connections entre les alve´oles, l’autre se rapprochant plus d’un mode`le de mousse ou` les alve´oles
sont isole´es les unes des autres. Un des prolongement est donc d’obtenir un mode`le viscoe´lastique
tridimensionnel ou` l’on prend en compte l’arbre bronchique et de comprendre l’influence de l’arbre sur
le comportement du mate´riau (comportement en temps long, controˆlabilite´...). C’est sur l’obtention
de mode`les homoge´ne´ise´s tridimensionnels par passage a` la limite double e´chelle que nous travaillons
actuellement avec P. Cazeaux (futur doctorant Paris 6 -REO) et Y. Maday. Ces mode`les viscoe´lastiques
font intervenir des ope´rateurs a` noyaux non locaux dont les vecteurs propres sont tre`s diffe´rents des
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modes propres e´lastiques, rendant l’analyse difficile. Un des buts est ensuite d’e´tudier la propagation
acoustique dans ce milieu (l’e´coute du poumon est un des premiers moyens de diagnostic des me´decins
dans les pathologies pulmonaires). Dans ce cadre, une collaboration avec J. Hesthaven de Brown
University est envisage´e.
2.3 Interaction air-particules – Ref : [1], [30]
La motivation de ces recherches est de mieux comprendre comment se passe le de´poˆt de particules
dans l’arbre bronchique, afin d’optimiser les caracte´ristiques des ae´rosols the´rapeutiques et les proto-
coles d’injection. Dans le cadre de la the`se d’A. Moussa (ENS Cachan), que j’encadre informellement
et partiellement avec L. Boudin (avec L. Desvillettes et M. Filoche comme directeurs effectifs), nous
avons e´tudie´ les aspects mathe´matiques et nume´riques de mode`les 3D fluides-cine´tiques d’ae´rosols res-
piratoires. Dans [1], en collaboration avec L. Boudin, L. Desvillettes et A. Moussa nous avons montre´
l’existence de solutions faibles pour un proble`me couple´ Vlasov/Navier-Stokes. Le couplage se fait par
la force de traˆıne´e applique´e par le fluide sur les particules et l’on suppose que l’e´coulement fluide
est modifie´ par la pre´sence des particules. La de´monstration repose sur la construction de solutions
approche´es ou` l’on de´couple le proble`me fluide de l’e´quation de Vlasov. Une attention particulie`re doit
eˆtre alors porte´e aux grandes vitesses des particules. La meˆme strate´gie est employe´e nume´riquement.
D’autre part, en collaboration avec L. Boudin, A. Devys (doctorante Lille I), B. Grec (doctorante
INSA Lyon) et D. Yakoubi (postdoc REO) une e´tude nume´rique pre´liminaire (utilisant Freefem++)
du mode`le bidimensionnel, afin de comprendre l’influence des particules sur le fluide, celle des pa-
rame`tres ge´ome´triques et d’e´tudier le de´poˆt des particules dans diverses ge´ome´tries d’arbres, a e´te´
re´alise´e (voir [30]).
2.3.1 Mode´lisation
Nous conside´rons toujours que le fluide porteur satisfait aux e´quations de Navier-Stokes incompres-
sible. Nous mode´lisons le transport des particules a` l’aide d’une description cine´tique. On conside`re
que l’ae´rosol est de´crit par une densite´ de probabilite´ f(t,x,v, r, . . . ) d’eˆtre, a` l’instant t, a` la position
x, a` la vitesse v et d’avoir une taille caracte´ristique r (rayon en conside´rant que les particules sont
sphe´riques). Cette fonction ve´rifie alors une e´quation du type
∂tf +∇x · (fv) +∇v · (fa) + ∂r(fΦ) = Q(f, f),
avec
– a l’acce´le´ration des particules qui peut de´pendre du fluide porteur ;
– Q(f, f)(t,x,v, r) l’ope´rateur de collision binaire entre particules ;
– α(t,x) = 1−
∫
v,r
m(r)
̺p
f(t,x,v, r) dv dr, la fraction volumique du fluide (qui est proche de 1),
avec ̺p la densite´ des particules et m(r) la masse de particules de rayon r ;
66 CHAPITRE 2. MODE´LISATION DE L’APPAREIL RESPIRATOIRE HUMAIN
– F p(t,x) = −
∫
v,r
m(r) a(t,x,v, r) f(t,x,v, r) dv dr, la force de re´troaction de l’ae´rosol sur le
fluide porteur.
En fonction des diffe´rentes quantite´s on peut classer les types de sprays :
spray Q(f, f) (collisions) α re´troaction : fp
tre`s fin 0 1 nulle
fin 0 1 non nulle
moyennement e´pais 0 α 6= 1 non nulle
e´pais Q(f, f) α 6= 1 non nulle
En ce qui concerne la mode´lisation des sprays the´rapeutiques dans le poumon, on peut conside´rer
que le spray est fin voir tre`s fin [GCC02]. On ne´glige donc les collisions entre particules et on suppose
que la fraction volumique du fluide est e´gale a` 1. La question de savoir si les particules ont une action
sur le fluide porteur n’est pas tranche´e et de´pend vraisemblablement du re´gime dans lequel on se place
(respiration normale, respiration force´e) et des parame`tres du mode`le (densite´ de l’ae´rosol, vitesses
initiales des particules de l’ae´rosol...). L’acce´le´ration a que l’on conside´rera est donne´e par
a(t,x,v, r) =
6πνr
m(r)
(u(t,x)− v).
Dans notre e´tude the´orique, on fait de plus l’hypothe`se que le l’ae´rosol est monodisperse´ et donc
qu’il n’y a pas de de´pendance par rapport au rayon. Enfin, le fluide agit sur le spray par l’interme´diaire
d’une force de traˆıne´e. Ainsi le syste`me couple´ s’e´crit, en prenant tous les coefficients e´gaux a` 1 :
∂tf + v · ∇xf +∇v · [(u− v)f ] = 0 dans Ω×R3, (2.27)
∂tu+ (u · ∇x)u+∇xp−∆xu = −
∫
R3
f(t,x,v)(u(t,x)− v) dv + f ext dans Ω, (2.28)
∇x · u = 0 dans Ω. (2.29)
Concernant les conditions aux limites, on suppose que les particules ne rebondissent pas sur les parois et
ne cre´ent pas de gouttelettes secondaires. Cette hypothe`se semble ve´rifie´e dans le cas de la mode´lisation
de la ventilation car les parois bronchiques sont recouvertes de mucus (voir [BW08]). Par conse´quent
f(t,x,v) = 0 pour x ∈ ∂Ω et v · n < 0. (2.30)
On fera de plus l’hypothe`se que le fluide colle a` la paroi,
u = 0 sur ∂Ω.
Remarque 30 Ces conditions aux limites ne sont pas re´alistes si on conside`re un domaine de calcul
ou` il existe des parties de la frontie`re par lesquelles le fluide et les particules peuvent entrer et sortir.
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Ce syste`me couple´ ve´rifie formellement une e´galite´ d’e´nergie. En effet, en multipliant les e´quations de
Navier-Stokes (2.28) par la vitesse u du fluide et l’e´quation de Vlasov (2.27) par |v|2 et en inte´grant
respectivement sur Ω et sur Ω× R3, obtient apre`s inte´gration par parties :
1
2
d
dt
‖u‖2L2(Ω) +
1
2
d
dt
∫ ∫
Ω×R3
f(t,x,v)|v|2 + ‖∇xu‖2L2(Ω) +
∫ ∫
Ω×R3
f(u− v)2 =
∫
Ω
f ext · u. (2.31)
Dans ce bilan d’e´nergie, on voit apparaˆıtre les de´rive´es en temps des e´nergies cine´tiques du fluide et
des particules (qui correspond au moment d’ordre deux de f). De plus, le syste`me dissipe de l’e´nergie,
d’une part car le fluide est visqueux, d’autre part a` cause de la force de traˆıne´e exerce´e par le fluide
sur les particules et de la force de re´troaction exerce´e par les particules sur le fluide. Cette e´galite´
d’e´nergie implique que les solutions de ce syste`me ve´rifient des estimations d’e´nergie et que, dans le
cas ou` il n’y a pas de force exte´rieure, l’e´nergie de´croˆıt.
2.3.2 Analyse mathe´matique –Ref : [1]
Nous allons maintenant nous inte´resser a` l’existence de solutions faibles de ce type de syste`me
couple´.
Le meˆme type de mode`le a e´te´ e´tudie´ dans [Ham98] ou` l’auteur conside`re en toutes dimensions
l’e´quation de Vlasov, avec des conditions de rebond a` la paroi, couple´e aux e´quations de Stokes
instationnaires. Les diffe´rences principales entre [1] et [Ham98] sont
– on ne ne´glige pas le terme de convection et conside`re les e´quations de Navier-Stokes ;
– on montre l’existence de solutions faibles (i.e. dans les espaces d’e´nergie) mais la preuve est
limite´e a` d ≤ 3 ;
– notre de´marche est constructive et ne repose pas sur un argument de point fixe : nous construisons
une suite de solutions approche´es qui converge vers la solution du proble`me de de´part.
La limite hydrodynamique du syste`me Vlasov-Navier-Stokes dans des re´gimes particuliers a e´te´
e´tudie´e dans [GJV04a], [GJV04b]. Dans [MV07a], Mellet et Vasseur ont de´montre´ l’existence de solu-
tions faibles pour l’interaction Vlasov-Fokker-Planck/Navier-Stokes-compressible pour des conditions
d’absorption et de re´flexion a` la paroi et dans [MV07b] ils ont e´tudie´ les re´gimes asymptotiques de ce
syste`me couple´. D’autres re´sultats d’existence concernent des fluides mode´lise´s soit par les e´quations
d’Euler [BD06], soit par l’e´quation de Burgers [DR99], [Gou01].
Ici nous conside´rons le cas pe´riodique et travaillons dans le tore Ω = T3. Le syste`me est donc
∂tf + v · ∇xf +∇v · [(u− v)f ] = 0 dans T3 × R3, (2.32)
∂tu+ (u · ∇x)u+∇xp−∆xu = −
∫
R3
f(t,x,v)(u(t,x)− v) dv + f ext dans T3, (2.33)
∇x · u = 0 dans T3. (2.34)
Les conditions aux limites a` la paroi sont des conditions de pe´riodicite´. La solution de ce syste`me ve´rifie
au moins formellement (2.31). On conside`re H l’espace des fonctions pe´riodiques de carre´ inte´grable
a` divergence nulle et V le sous espace de H des fonctions H1.
The´ore`me 8 Soit T > 0. On suppose que les conditions initiales et la force exte´rieure ve´rifient
f0 ∈ L∞(T3 × R3),
∫
R3
|v|2f0dv ∈ L∞((0, T )× T3), u0 ∈ L2(T3), f ext ∈ L2(0, T ;L2(T3)). (2.35)
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alors il existe au moins une solution faible du syste`me (f,u) sur (0, T) telle que u ∈ L∞(0, T ;H) ∩
L2(0, T ;V )∩C0([0, T ];V ′), f(t,x,v) ≥ 0, pour tout (t,x,v) ∈ (0, T )×T3×R3, f ∈ L∞(0, T ;L∞(T3×
R3) ∩ L1(T3 × R3)) et f |v|2 ∈ L∞(0, T ;L1(T3 × R3)). De plus, cette solution ve´rifie une ine´galite´
d’e´nergie et la borne L∞ :
‖f‖L∞((0,T )×T3×R3) ≤ e3T ‖f0‖L∞(T3×R3).
La de´monstration de ce re´sultat est base´e sur la construction d’une suite de solutions approche´es que
l’on obtient par re´gularisation de la vitesse de convection, de la vitesse du fluide apparaissant dans la
force de traˆıne´e et par troncature des grandes vitesses des particules dans la force de re´troaction exerce´e
par les particules sur le fluide. Une des difficulte´s vient du fait que la solution de ce syste`me approche´
ne ve´rifie plus d’e´galite´ d’e´nergie. On montre dans un premier temps, graˆce a` un controˆle suffisant des
moments de f et en se restreignant a` d ≤ 3 que les solutions ve´rifient, par application d’un lemme de
Gronwall surline´aire, une estimation en temps petit. Les termes provenant de la convection ne posent
par de proble`me graˆce aux conditions aux limites pe´riodiques. Pour montrer que la solution limite
ve´rifie en fait une ine´galite´ d’e´nergie sur (0, T ) il s’agit ensuite d’estimer les re´sidus provenant des
re´gularisations dans le bilan d’e´nergie et de montrer qu’ils tendent vers ze´ro. La compacite´ ne´cessaire
pour passer a` la limite dans les termes non line´aires (terme de convection, force de traˆıne´e...) est
obtenue graˆce a` des bornes sur ∂tu.
L’existence de solutions du syste`me approche´ est, quant a` elle, obtenue en conside´rant un proble`me
line´arise´ approche´ ou` l’on de´couple les e´quations de Navier-Stokes et l’e´quation de Vlasov. La re´gularisation
de la vitesse du fluide dans la force de traˆıne´e permet e´galement de de´finir la solution de l’e´quation de
Vlasov graˆce a` la me´thode des caracte´ristiques. On montre alors que la suite de solutions ainsi de´finie
est de Cauchy. C’est a` cette e´tape que l’on utilise le fait que l’on a tronque´ les grandes vitesses des
particules dans la force de re´troaction, afin de controˆler la force applique´e par l’ae´rosol sur le fluide.
Enfin, la re´gularisation de la vitesse de convection permet d’obtenir des bornes a priori sur les termes
faisant intervenir les termes convectifs.
Remarque 31 Le sche´ma de discre´tisation imple´mente´ dans LifeV pour re´soudre nume´riquement ce
proble`me repose sur la meˆme strate´gie : c’est-a`-dire le couplage explicite Navier-Stokes-e´quation de
Vlasov.
2.3.3 Re´sultats nume´riques –Ref : [30]
Ces travaux ont fait l’objet du post-doc de L. Weymans (univ. de Bordeaux) et d’un projet de
recherche au CEMRACS 2008. Il font suite a` l’e´tude de mode´lisation effectue´e par L. Boudin et L.
Weynans [BW08].
En collaboration avec L. Boudin, A. Devys, B. Grec et D. Yakoubi nous avons imple´mente´ dans
Freefem++ un sche´ma explicite base´ sur la me´thode des caracte´ristiques pour l’e´quation de Vlasov et
sur une discre´tisation e´le´ments finis pour les e´quations de Navier-Stokes.
Le but de ce travail est d’e´tudier nume´riquement le de´poˆt de particules dans une structure de type
arbre de de´terminer dans quels cas il est ne´cessaire de prendre en compte la force de re´troaction des
particules sur le fluide. Il s’agit d’une e´tude pre´liminaire et une exploitation des re´sultats est ne´cessaire.
La configuration typique dans laquelle on se place est la suivante :
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Fig. 2.11 – Ge´ome´trie.
Sur la frontie`re late´rale Γl, on suppose qu’il y a adhe´rence du fluide porteur (u = 0) et que si les
particules touchent ce bord elles y restent colle´es. De plus, on se donne un profil d’entre´e sur Γin pour
le fluide (u = uin) et des conditions de sorties libres sur les sorties Γout (ν
∂u
∂n
− pn = 0).
Me´thode nume´rique
Les particules sont de´crites par leur position x, leur vitesse v et leur rayon r (7 degre´s de liberte´ en
dimension trois) et leur densite´ de probabilite´ f(t,x,v, r) a` l’instant t ve´rifie une e´quation de Vlasov
ou` interviennent la force de traˆıne´e exerce´e par le fluide sans terme de diffusion ou de convection
en rayon (le rayon n’est donc ici qu’un parame`tre du proble`me que l’on fera varier). L’e´quation de
Vlasov est discre´tise´e en utilisant une me´thode particulaire et son e´volution est alors de´crite a` l’aide
de caracte´ristiques. Ainsi
f(t,x,v, r) =
N∑
p=1
ωp(t)δxp(x)δvp(v)δrp(r),
ou` N est le nombre de particules nume´riques qui est en ge´ne´ral bien infe´rieur au nombre de particules
physiques Np. Une particule nume´rique p donne un comportement moyen d’un ensemble de particules
auquel est associe´ le poids ωp (qui est approximativement e´gal a` Np/N).
L’avancement en temps utilise la me´thode des caracte´ristiques :
d
dt
xp = vp,
d
dt
vp = a,
d
dt
rp = 0.
En ce qui concerne le fluide porteur les vitesses et les pressions sont calcule´es, si on conside`re
une discre´tisation P1 stabilise´e, aux nœuds du maillage. Nous sommes ainsi en pre´sence de deux
descriptions diffe´rentes. Il s’agit alors de localiser les particules dans le maillage (qui est mobile car
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on conside`re que le domaine fluide bouge en temps), d’interpoler la vitesse fluide en ces points pour
calculer la force de traˆıne´e, de redistribuer aux nœuds la force applique´e par les particules sur le fluide
et de de´tecter lorsqu’elles sortent du maillage (ce qui correspond soit a` leur de´poˆt soit a` leur sortie du
domaine de calcul).
Remarque 32 Un travail similaire a e´te´ effectue´ dans LifeV en collaboration avec L. Boudin et A.
Moussa ou` l’on travaille en plus sur une ge´ome´trie variable en temps et donc avec une formulation
ALE du fluide porteur.
Validation du mode`le
Nous avons effectue´ une e´tude tre`s pre´liminaire du de´poˆt en fonction du nombre de Stokes
St =
4ρpr
2|v|
9νD
,
ou` D est le diame`tre local de l’arbre. Les figures suivantes illustrent les diffe´rentes zones de de´poˆt en
fonction de deux nombres de Stokes diffe´rents :
Fig. 2.12 – De´poˆt d’ae´rosol (a) St = 26.2, et (b) St = 9.42
On note que la zone de de´poˆt privile´gie´e est la bifurcation. Le graphique suivant donne le nombre de
particules sortant du domaine de calcul en fonction du nombre de Stokes. On retrouve ici les re´sultats
expe´rimentaux de [APC84] qui montre l’existence d’un nombre de Stokes optimal si l’on souhaite
minimiser le de´poˆt. Nos re´sultats demandent a` eˆtre exploite´s et comple´te´s.
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Fig. 2.13 – Nombre de particules sortantes en fonction de log10(St).
Influence de la force de re´troaction
Dans [30], nous avons effectue´ une e´tude pre´liminaire de l’influence de la force de re´troaction des
particules sur le fluide. On a choisi deux tailles de particules diffe´rentes r = 100µm et r = 1µm.
Dans chaque cas-test on injecte le meˆme nombre de particules nume´riques mais avec diffe´rents poids
nume´riques (ωp = 10
4 et ωp = 10
2). La conclusion de cette e´tude est que la force de re´troaction
a une influence sur le fluide et plus particulie`rement sa pression pour les grosses particules avec un
poids nume´rique e´leve´. Il serait maintenant inte´ressant de savoir a` partir de quels rayons et nombre de
particules physiques il est ne´cessaire de tenir compte de cette re´troaction de fac¸on a` de´terminer si les
ae´rosols the´rapeutiques sont des spray fins ou tre`s fins. De plus, les simulations effectue´es sont bidi-
mensionnelles et ne permettent pas de capturer tous les effets souhaite´s (on peut choisir de conserver
certaines quantite´s repre´sentatives de l’e´coulement en dimension 2, comme le nombre de Reynolds, la
re´sistance de l’arbre mais il est impossible de les conserver toutes).
2.3.4 Conclusions
Sur ces mode`les, plusieurs questions restent ouvertes : dans le cas ou` la frontie`re du domaine so-
lide se de´place, le syste`me est-il bien pose´ ? Le sche´ma imple´mente´ est-il stable en particulier pour les
grandes vitesses ? A` partir de quelles taille, vitesse, densite´ des particules peut-on conside´rer que celles-
ci n’ont plus d’influence sur le fluide porteur ? Outre ces questions de mode´lisation mathe´matique et de
strate´gies nume´riques, reste e´galement la question de l’exploitation physiologique de ces mode`les : on
cherche a` savoir en fonction des caracte´ristiques du spray (rayon des particules, densite´, protocoles d’in-
jection), quelles sont les zones de de´poˆt. Cette question fait l’objet d’une collaboration avec l’INSERM
Tours et plus particulie`rement L. Vecellio. D’autre part, la partie distale de l’arbre n’est pas prise en
compte pour l’instant. Nous envisageons donc de coupler ces mode`les avec l’approche multie´chelles
pre´ce´dente et de de´velopper des mode`les de de´poˆt d’ae´rosols dans les petites voies ae´riennes. Les
phe´nome`nes physiques ne sont alors plus les meˆmes et le de´poˆt se fait ici par diffusion.
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